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Capítulo 1
Introducción y objetivos
1. Un poco de historia
El primer uso que se conoce de una rueda dentada o engranaje data de los años 2600 A.C.
Cuenta la leyenda que el Emperador Huang Di, que habría reinado en China entre el 2698
y 2598 A.C, estaba en guerra con otro líder rival, llamado Chi You. En una de las batallas
de esta guerra, Chi You mediante un conjuro hizo caer una espesa niebla sobre los hombres
de Huang Di para confundirlos. Sin embargo, estos contaban con un arma secreta, un carro
que tenía el poder de apuntar al sur. Siguiendo su rumbo no sólo fueron capaces de escapar
de la niebla, sino que además consiguieron la victoria. Esta leyenda podría ser verdad, pero
la historia retrasa la invención de este carro bastantes siglos después, en concreto al siglo III
y habría sido obra de un ingeniero llamado Ma Jun. Este carro es una especie de brújula
mecánica que transporta una dirección a lo largo del camino por el que avanza. Su secreto es
el diferencial en el sistema de engranajes que integra la diferente rotación entre las ruedas,
detectando de esta manera la rotación en la base del carro. El mecanismo compensa esta
rotación haciendo girar la ﬁgura que hace de apuntador en dirección contraria.
Por otro lado, escritos de Filón de Bizancio, escritor griego (280 A.C. - 220 A.C.), indican
que las ruedas de oración encontradas en templos griegos usaban trenes de engranajes en
su funcionamiento por lo que parece probable que los Egipcios y Babilonios usaron engra-
najes por los años 1000 A.C. Por el año 100 A.C., la fabricación de engranajes ya se hacía
tanto en madera como en metal, con dientes triangulares o pines como dientes. Este tipo de
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engranajes se observa en el mecanismo de Antikyithera, convirtiéndose en el mecanismo de
engranajes más antiguo cuyos restos se conservan. Se trata de una calculadora astronómica
datada entre el 150 y el 100 A.C. y compuesta por al menos 30 engranajes de bronce con
dientes triangulares. Presenta características tecnológicas avanzadas como por ejemplo tre-
nes de engranajes epicicloidales que, hasta el descubrimiento de este mecanismo, se creían
inventados en el siglo XIX. Por citas de Cicerón se sabe que el mecanismo de Antikyitera no
fue un ejemplo aislado sino que existieron al menos otros dos mecanismos similares en esa
época, construidos por Arquímedes y por Posidonio. Por otro lado, a Arquímedes se le suele
considerar uno de los inventores de los engranajes porque diseñó un tornillo sinfín.
No está claro cómo se transmitió la tecnología de los engranajes en los siglos siguientes.
Es posible que el conocimiento de la época del mecanismo de Antikyitera sobreviviese y
contribuyese al ﬂorecimiento de la ciencia y la tecnología en el mundo islámico de los siglos
IX al XIII. Por ejemplo, un manuscrito andalusí del siglo XI menciona por vez primera el
uso en relojes mecánicos tanto de engranajes epicíclicos como de engranajes segmentados.
Los trabajos islámicos sobre astronomía y mecánica pueden haber sido la base que permitió
que volvieran a fabricarse calculadoras astronómicas en la Edad Moderna. En los inicios del
Renacimiento esta tecnología se utilizó en Europa para el desarrollo de soﬁsticados relojes,
en la mayoría de los casos destinados a ediﬁcios públicos como catedrales.
Leonardo da Vinci, muerto en Francia en 1519, dejó numerosos dibujos y esquemas de
algunos de los mecanismos utilizados hoy diariamente, incluido varios tipos de engranajes
de tipo helicoidal. Los primeros datos que existen sobre la transmisión de rotación con
velocidad angular uniforme por medio de engranajes, corresponden al año 1674, cuando el
famoso astrónomo danés Olaf Roemer (1644-1710) propuso la forma o perﬁl del diente en
epicicloide.
Robert Willis (1800-1875), considerado uno de los primeros ingenieros mecánicos, fue el
que obtuvo la primera aplicación práctica de la epicicloide al emplearla en la construcción de
una serie de engranajes intercambiables. De la misma manera, de los primeros matemáticos
fue la idea del empleo de la evolvente de círculo en el perﬁl del diente, pero también se deben
a Willis las realizaciones prácticas. A Willis se le debe la creación del odontógrafo, aparato
que sirve para el trazado simpliﬁcado del perﬁl del diente de evolvente.
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Es muy posible que fuera el francés Phillipe de Lahire el primero en concebir el dien-
te de perﬁl en evolvente en 1695, muy poco tiempo después de que Roemer concibiera el
epicicloidal.
La primera aplicación práctica del diente en evolvente fue debida al suizo Leonhard Euler
(1707). En 1856, Christian Schiele descubrió el sistema de fresado de engranajes rectos por
medio de la fresa madre, pero el procedimiento no se llevaría a la práctica hasta 1887.
En 1874, el norteamericano William Gleason inventó la primera fresadora de engranajes
cónicos y gracias a la acción de sus hijos, especialmente su hija Kate Gleason (1865-1933),
convirtió a su empresa Gleason Works, radicada en Rochester (Nueva York, EEUU) en una
de los fabricantes de máquinas herramientas más importantes del mundo.
En 1897, el inventor alemán Robert Hermann Pfauter (1885-1914), inventó y patentó una
máquina universal de tallar engranajes rectos y helicoidales por fresa madre. A raíz de este
invento y otras muchos inventos y aplicaciones que realizó sobre el mecanizado de engranajes,
fundó la empresa Pfauter Company que, con el paso del tiempo, se ha convertido en una
multinacional fabricante de todo tipo de máquinas-herramientas, habiendo sido absorbida
recientemente por Gleason Works.
En 1906, el ingeniero y empresario alemán Friedrich Wilhelm Lorenz (1842-1924) se
especializó en crear maquinaria y equipos de mecanizado de engranajes y en 1906 fabricó
una talladora de engranajes capaz de mecanizar los dientes de una rueda de 6 m de diámetro,
módulo 100 y una longitud del dentado de 1,5 m.
A ﬁnales del siglo XIX, coincidiendo con la época dorada del desarrollo de los engranajes,
el inventor y fundador de la empresa Fellows Gear Shaper Company, Edwin R. Fellows (1846-
1945), inventó un método revolucionario para mecanizar tornillos sinfín glóbicos tales como
los que se montaban en las cajas de dirección de los vehículos antes de que fuesen hidráulicas.
En 1905, M. Chambon, de Lyon (Francia), fue el creador de la máquina para el dentado de
engranajes cónicos por procedimiento de fresa madre. Aproximadamente por esas fechas
André Citroën inventó los engranajes helicoidales dobles.
2 Introducción y estado del arte 4
2. Introducción y estado del arte
Las transmisiones de engranajes están formadas por dos ruedas dentadas o engranajes,
de las cuales la de mayor número de dientes se denomina rueda y la de menor número de
dientes se denomina piñón. Una de las aplicaciones más importantes de las transmisiones
de engranajes es la transmisión del movimiento desde un eje hasta otro eje situado a cierta
distancia y que ha de realizar un trabajo, de manera que uno de los engranajes está montado
en un eje conectado a la fuente de energía siendo éste conocido como engranaje conductor
y el otro está montado en un eje que recibe el movimiento del engranaje conductor y que se
denomina engranaje conducido.
En las primeras transmisiones, la relación de transmisión dada como el cociente de los
números de dientes de piñón y rueda se satisfacía sólo si se considera el cociente de las
velocidades angulares medias !(1)m del piñón y !(2)m de la rueda
!
(1)
m
!
(2)
m
=
N2
N1
(1.2.1)
donde N1 y N2 son los números de dientes del piñón y de la rueda, respectivamente. Esta
relación se deduce de la condición de engrane consecutivo de las parejas de dientes. Hay que
recordar, tal como se mencionaba en el apartado anterior que los primeros dientes utilizados
eran bastones o palos cortos que entran en contacto de forma consecutiva, satisfaciendo la
relación dada en (1.2.1).
Sin embargo, la relación de transmisión instantánea m12 dada por el cociente de las
velocidades angulares instantáneas !(1) del piñón y !(2) de la rueda, es decir,
m12 =
!(1)
!(2)
(1.2.2)
es en general distinta de la relación dada por (1.2.1). Tales transmisiones estaban pensadas
para transmitir movimiento con potencias muy bajas. Desde entonces hasta el siglo XIX se
han utilizado distintos tipos de dientes, con perﬁles triangulares, de círculo, etc., pero en
todas estas transmisiones la relación de transmisión instantánea m12 es en general distinta
de la relación dada por (1.2.1), por lo que la transmisión de potencia y movimiento no es
uniforme y continua.
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Introducido el concepto de superﬁcies conjugadas, las transmisiones por engranajes po-
dían satisfacer el requerimiento de m12 = N2=N1 en cada instante del ciclo de engrane y con
ello mejorar considerablemente el funcionamiento de la transmisión. La teoría moderna de
engranajes establece condiciones necesarias y suﬁcientes de existencia de superﬁcies conjuga-
das. En realidad, la acción conjugada no signiﬁca que la relación m12 sea constante en cada
instante, sino que puede venir dada por una función deﬁnida por el diseñador. Un ejemplo
lo constituyen los engranajes no cilíndricos.
La variedad de tipos de superﬁcies conjugadas es tan amplia como la imaginación del ser
humano. Sin embargo, ha sido la superﬁcie cuya curva base es una evolvente de círculo la
que ha tenido más aceptación y uso generalizado en la industria por sus numerosas ventajas.
En engranajes rectos y helicoidales con ejes paralelos, el contacto entre las superﬁcies
conjugadas con perﬁl de evolvente es lineal como se observa en las Figuras 1.2.1(a) y (b)
para el caso de engranajes rectos y helicoidales, respectivamente. Las líneas de contacto en
el caso del engranaje helicoidal son rectas tangentes al cilindro base de la evolvente mientras
que en el engranaje recto son paralelas al eje de dicho cilindro.
Figura 1.2.1: Tipos de contacto en engranajes: (a) rectos con ejes paralelos y (b) helicoidales
con ejes paralelos.
Si bien la acción conjugada representa unas condiciones ideales de funcionamiento, lo
cierto es que las condiciones teóricas deﬁnidas en la generación de las superﬁcies nunca se dan
en el funcionamiento real de la transmisión. Los errores de alineación de la transmisión, de
fabricación de las superﬁcies, la propia deformación elástica de las mismas como consecuencia
3 Objetivos 6
de la carga aplicada, o la deﬂexión de los ejes, son los responsables de que la acción entre
las superﬁcies deje, en la mayoría de los casos, de ser conjugada. La relación m12 es entonces
distinta de (1.2.1).
Los errores de alineación, fabricación y la deformación elástica de las superﬁcies y de los
ejes que soportan los engranajes son los responsables de que la posición angular de la rueda
respecto al piñón diﬁera de la posición teórica que debería tener si existiera acción conjugada.
A este error en la posición angular se le denomina error de transmisión. Matemáticamente,
el error en la posición angular de la rueda viene dado como
2(1) =

2(1)  2((0)1 )

  N1
N2

1   (0)1

(1.2.3)
donde 2 indica la posición angular de la rueda, 1 la posición angular del piñón, y 
(0)
1 un
valor inicial de referencia del ángulo de giro del piñón.
Además de la aparición de los errores de transmisión, otra de las consecuencias de que la
acción entre las superﬁcies de los dientes deje de ser conjugada es la distribución no uniforme
de la carga sobre las superﬁcies de los dientes. Esta consecuencia es tenida en cuenta por
las normas de diseño de engranajes a través de distintos factores cuyo propósito es estimar
la capacidad de carga que puede tener una transmisión por engranajes. Sin embargo, la
tendencia actual es usar programas de ordenador para la generación virtual de la geometría
de los engranajes, el análisis del contacto y la obtención de las tensiones de contacto y
ﬂexión por métodos numéricos, como el método de los elementos ﬁnitos o el métodos de
los elementos de contorno. En esta línea trabaja el Grupo de Investigación Transmisiones
Avanzadas de Engranajes con el objetivo de aunar en un programa de ordenador llamado
IGD (Integrated Gear Design) la experiencia de sus miembros en la aplicación de la teoría
de engranajes moderna así como de técnicas avanzadas de diseño y análisis de transmisiones
avanzadas de engranajes.
3. Objetivos
Una de las técnicas habituales para mejorar el comportamiento mecánico de transmisiones
de engranajes cilíndricos es el aumento del ancho de cara del elemento más débil de la
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transmisión, que por lo general es el piñón. Sin embargo, la lectura del trabajo [1] ha puesto
de maniﬁesto que el incremento del ancho de cara en una de las ruedas de una transmisión de
engranajes cilíndrico-helicoidales puede resultar en un aumento signiﬁcativo de las tensiones
en la base del diente en la otra rueda, y por tanto, lejos de lograr la ventaja de mejora del
comportamiento mecánico de la transmisión, puede conducir al fallo en la misma causado por
ese aumento injustiﬁcado de las tensiones. Este problema ha motivado la realización de este
Proyecto Fin de Carrera con el que se pretende alcanzar los siguientes objetivos generales:
Análisis del comportamiento mecánico desde el punto de vista de la rotura del dien-
te en la base de una transmisión de engranajes cilíndrico-helicoidales con anchos de
cara desiguales. Para ello, se estudiará el comportamiento mecánico de una transmi-
sión de referencia de engranajes cilíndrico-helicoidales con anchos de cara iguales y se
comparará con el comportamiento mecánico de distintos casos de diseño de la misma
transmisión en los que el ancho de cara de cada una de las ruedas de la transmisión se irá
incrementando paulatinamente tanto por la sección frontal como trasera constituyendo
de esta forma los distintos casos de diseño posibles. De esta forma se diagnosticará el
problema y se obtendrán las posibles pautas para el diseño correcto de transmisiones
de engranajes cilíndrico-helicoidales con anchos de cara desiguales.
Estudio del posible efecto de la utilización de anchos de cara desiguales en las tensiones
de contacto en transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales. Los distintos casos
de diseño serán analizados desde el punto de vista de las tensiones de contacto para
visualizar si la utilización de anchos de cara desiguales, manteniendo el mismo ancho
de cara útil (o de contacto) en las dos ruedas de la transmisión, tienen algún efecto
sobre las tensiones de contacto.
Optimización del rebaje de cabeza para minimizar las máximas tensiones de contacto en
la transmisión de referencia. Por lo general, cuando no se utilizan rebajes de cabeza, los
engranajes sufren altas tensiones de contacto cuando en el contacto participa el borde
de cabeza. Mediante la modiﬁcación de las superﬁcies de los dientes con la aplicación
de un cierto rebaje de cabeza, es posible una reducción signiﬁcativa de las tensiones de
contacto en la transmisión y de esta manera una mejora en la vida de la transmisión.
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Análisis del comportamiento mecánico de una transmisión de engranajes cilíndrico-
helicoidales con anchos de cara desiguales y aplicación del rebaje de cabeza óptimo
que minimiza las tensiones de contacto. Se busca con ello visualizar si la aplicación
del rebaje de cabeza tiene algún efecto positivo o de mejora en el comportamiento
mecánico de transmisiones de engranajes con anchos de cara desiguales y si con ello,
cambian las pautas de diseño que se hayan podido establecer con la consecución del
primer objetivo.
4. Estructura y planteamiento
El presente proyecto ﬁn de carrera se ha estructurado en los siguientes capítulos:
Capítulo 1. Introducción y objetivos.
Capítulo 2. Fundamentos teóricos.
Capítulo 3. Diseño y generación de engranajes cilíndricos helicoidales.
Capítulo 4. IGD (Integrated Gear Design).
Capítulo 5. Resultados.
Capítulo 6. Conclusiones.
En el Capítulo 1 se ha hecho una pequeña reseña histórica sobre el uso de las primeras
transmisiones de engranajes, así como una breve introducción al diseño y aplicación de las
transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales de dentado exterior, para terminar con
una formulación de los principales objetivos de este proyecto ﬁn de carrera y la descripción
de su correspondiente estructura y planteamiento.
En el Capítulo 2 se muestran los fundamentos teóricos de la teoría de engranajes moderna,
relacionados con la generación de superﬁcies, determinación de singularidades, análisis del
contacto y aplicación del método de los elementos ﬁnitos para el análisis de tensiones.
En el capítulo 3 se describen los procesos de generación y diseño de engranajes cilíndrico-
helicoidales.
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En el Capítulo 4 se presenta la herramienta computacional utilizada para el desarrollo
de este proyecto, denominada IGD (Integrated Gear Design), y desarrollada en el seno del
Grupo de Investigación Transmisiones Avanzadas de Engranajes (GITAE) de la Universidad
Politécnica de Cartagena en colaboración con miembros del grupo de investigación del mis-
mo nombre en la Universitat Jaume I de Castellón, así como detalles de la generación de
engranajes cilíndrico-helicoidales de dentado exterior en los que se centra el objetivo de este
Proyecto Fin de Carrera.
En el Capítulo 5 se formulan los distintos casos de diseño para análisis del comportamiento
mecánico de transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales con anchos de cara desiguales
y se establecen pautas para el diseño correcto y mejora del comportamiento mecánico de estas
transmisiones cuando se aumenta el ancho de cara de una de las ruedas de la transmisión.
Además, se presenta el análisis del rebaje de cabeza óptimo que minimiza las tensiones de
contacto a lo largo de todo el ciclo de engrane y su posible efecto sobre el comportamiento
mecánico de estas transmisiones.
Por último, en el Capítulo 6 se exponen las principales conclusiones del presente proyecto
ﬁn de carrera.
Capítulo 2
Fundamentos teóricos
1. Introducción
La teoría de engranajes es una rama de la ciencia relacionada con la geometría diferencial,
el diseño y la fabricación. A continuación, se presentan los fundamentos teóricos del presente
proyecto ﬁn de carrera, los cuales están relacionados con la generación de superﬁcies, deter-
minación de singularidades, análisis del contacto y aplicación del método de los elementos
ﬁnitos. Estos fundamentos vienen explicados ampliamente en [2, 3] y constituyen los pilares
sobre los que se fundamenta el desarrollo de la herramienta computacional IGD.
2. Envolvente a una familia de superﬁcies
En el anterior capítulo se vió la importancia de la acción conjugada en el contacto de
las superﬁcies de los dientes de los engranajes. La generación de superﬁcies conjugadas está
basada en el concepto de envolvente de una familia de superﬁcies. La determinación de la
superﬁcie generada 2 a partir de la superﬁcie generadora 1 requiere la utilización de los
sistemas de coordenadas S1, S2 y Sf , rígidamente conectados a 1, 2 y a la carcasa de la
transmisión donde se encuentran montados los ejes de rotación de 1 y 2, respectivamente.
La determinación de la superﬁcie 2 está basada en el siguiente proceso:
10
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(i) La superﬁcie generadora 1 se considera conocida y viene representada por
r1(u; ) 2 C1; @r1
@u
 @r1
@
6= 0; (u; ) 2 E (2.2.1)
donde(u; ) son los parámetros de la superﬁcie, E es el dominio en el que están deﬁnidos
los parámetros, y C1 indica que la función vectorial tiene derivadas parciales continuas
hasta al menos el primer orden. La desigualdad en (2.2.1) indica que 1 es una superﬁcie
regular.
(ii) La localización y orientación de los ejes de la transmisión y la función  2( 1), donde
 1 y  2 son los ángulos de rotación de las superﬁcies 1 y 2, se consideran conocidos.
(iii) La transformación de coordenadas del sistema S1 al sistema S2 permite obtener la
familia de superﬁcies de 1 en el sistema S2, como
r2(u; ;  ) = M21( )r1(u; ) (2.2.2)
donde  es el parámetro generalizado del movimiento. La matriz M21( ) se expresa
como M21( ) = M2f ( 2)Mf1( 1). Normalmente,  =  1 y  2 =  2( 1) =  2( ).
Para un valor dado de  , la ecuación (2.2.2) representa la familia de superﬁcies 1 en
el sistema S2.
(iv) La superﬁcie 2 es la envolvente a la familia de superﬁcies 1 en S2 siendo tangente
a cada una de las superﬁcies deﬁnida en (2.2.2). La determinación de 2 requiere la
consideración simultánea de la ecuación vectorial (2.2.2) y la ecuación
f(u; ;  ) = 0 (2.2.3)
denominada ecuación de engrane.
Las matricesM utilizadas son de orden 4 x 4 ya que se utilizan coordenadas homogéneas.
La utilización de coordenadas homogéneas fue propuesta para la transformación de coorde-
nadas en la teoría de mecanismos por [4] y [5]. En la teoría de engranajes se consideran dos
procedimientos para obtención de la ecuación de engrane (2.2.3).
Procedimiento 1. Se basa en las siguientes consideraciones:
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(1) Consideremos que la ecuación de engrane (2.2.3) se satisface en el punto P (u(0); (0);  (0)).
La función f 2 C1 es conocida y supongamos que una de sus tres derivadas parcia-
les (fu; f; f ), por ejemplo fu, es distinta de cero en P . Entonces, por el teorema
de existencia de funciones implícitas [6], la Ecuación (2.2.3) puede resolverse en las
proximidades de P (u(0); (0);  (0)) por la función u(;  ).
(2) La superﬁcie 2 se puede representar entonces como r2(;  ; u(;  )). Consideremos
dos vectores tangentes a 2
R =
@r2
@
+
@r2
@u
 @u
@
R =
@r2
@ 
+
@r2
@u
 @u
@ 
(2.2.4)
(3) La normal N (1)2 a la superﬁcie 1 en el sistema S2 viene dada como
N
(1)
2 =
@r2
@u
 @r2
@
(2.2.5)
donde el subíndice \2" en N (1)2 indica que la normal se representa en el sistema S2
mientras que el superíndice \(1)" indica que se esta considerando la normal a 1.
(3) Si la envolvente 2 existe, ésta será tangente a 1. Por tanto 1 y 2 deben tener un
plano tangente común. El plano tangente
Q(2)
2 a 2 viene deﬁnido por la pareja de
vectores R y R . El plano tangente
Q(1)
2 a 1 viene determinado por la pareja de
vectores @r2=@u y @r2=@. El vectorR pertenece además al plano
Q(1)
2 . Las superﬁcies
1 y 2 tendrán un plano tangente común si los vectores @r2=@u, @r2=@ y @r2=@ 
pertenecen al mismo plano por lo que la ecuación
@r2
@u
 @r2
@

 @r2
@ 
= 0 (2.2.6)
representa la condición necesaria de existencia de la envolvente, y se la conoce como
ecuación de engrane.
Procedimiento 2. Se basa en las siguientes consideraciones:
(1) El producto vectorial en la ecuación (2.2.6) representa en el sistema S2 la normal a 1
(ver Ecuación (2.2.5)).
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(2) El vector @r2=@ es colinear con el vector velocidad v
(12)
2 , el cual representa la velocidad
relativa de un punto de 1 con respecto al punto coincidente en 2. Por tanto, la
Ecuación (2.2.6) se puede expresar como
N(1)2  v(12)2 = f(u; ;  ) = 0 (2.2.7)
(3) El producto escalar en (2.2.7) es independiente del sistema de coordenadas utilizado,
por lo que
N(1)i  v(12)i = f(u; ;  ) = 0 (i = 1; f; 2) (2.2.8)
La determinación de la ecuación de engrane (2.2.8) es más sencilla si se considera el sistema
i = 1 ó i = f . La Ecuación (2.2.8) fue propuesta casi simultáneamente por Dudley y Porisky,
Dadidov, Litvin, Shishkov y Saari [7]. Litvin ha demostrado que la Ecuación (2.2.8) es la
condición necesaria de existencia de la envolvente a una familia de superﬁcies [8].
En el caso de engranajes rectos, la normal común a los perﬁles en el punto de tangencia
pasa por el centro instantáneo de rotación [9].
En el caso de transmisiones en donde los ejes se intersectan, como es el caso de las trans-
misiones con engranajes cónicos espirales, la normal común pasa a través del eje instantáneo
de rotación, por lo que la ecuación de engrane para este tipo de transmisiones con ejes que
se intersectan viene dada por
Xi   xi
N(1)xi
=
Yi   yi
N(1)yi
=
Zi   zi
N(1)zi
(2.2.9)
donde (Xi; Yi; Zi) son las coordenadas de un punto del eje instantáneo de rotación, (xi; yi; zi)
son las coordenadas de un punto de la superﬁcie generadora o conductora y (N(1)xi ;N
(1)
yi
;N(1)zi )
son las componentes de la normal a la superﬁcie generadora 1.
3. Condiciones suﬁcientes de existencia de la envolvente
a una familia de superﬁcies
Las condiciones suﬁcientes de existencia de la envolvente a una familia de superﬁcies
garantizan que la envolvente existe, es una superﬁcie regular y es tangente a cada una de las
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superﬁcies de la familia a lo largo de una línea. Estas condiciones fueron descritas en [10] en
la teoría general de envolventes y adaptada en [2].
(i) Se considera la familia de superﬁcies r(u; ;  ) 2 C2.
(ii) Se designa por M(u(0); (0);  (0)) el conjunto de parámetros donde se satisfacen las
siguientes ecuaciones:
(1) La ecuación de engrane:
f(u; ;  ) = (ru  r)  r (2.3.1)
(2) Condición de regularidad de la superﬁcie 1 generadora de la familia de superﬁcies
ru  r 6= 0 (2.3.2)
(3) La desigualdad:
jfuj+ jfj 6= 0 (2.3.3)
(4) La desigualdad:
N = (r  r )fu + (r  ru)f + (ru  r)f 6= 0 (2.3.4)
La veriﬁcación de las condiciones de (1) a (4) permiten establecer en el entorno de M
que la envolvente 2 a la familia de superﬁcies r(u; ; ) existe como una superﬁcie regular,
contacta con la superﬁcie 1 a lo largo de una línea de tangencia y la normal a 2 es colineal
con la normal a 1. La función vectorial r(u; ; ) y la ecuación de engrane f(u; ; ) = 0,
consideradas simultáneamente, representan en el entorno de M la superﬁcie envolvente 2 a
través de tres parámetros relacionados. La existencia de dicha envolvente en el dominio de va-
lores de (u; ; ) requiere que las consideraciones de (1) a (4) se veriﬁquen en todo el dominio.
Como demostración consideremos que la desigualdad (2.3.3) se satisface porque se veriﬁca
fu 6= 0. Entonces, por el teorema de la existencia de funciones implícitas, la Ecuación (2.3.1)
se puede resolver por la función u(;  ) 2 C1. Diferenciando la Ec. (2.3.1), se obtiene
fuu + f = 0 fuu + f = 0 (2.3.5)
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u =  f
fu
u =  f 
fu
(2.3.6)
A partir de las ecuaciones (2.3.6) y (2.3.4) se obtiene
R = r   f
fu
ru R = r   f 
fu
ru (2.3.7)
El producto vectorial R  R corresponde a la normal a la envolvente de N, la cual
veriﬁca la condición dada en (2.3.4). Por tanto la envolvente es una superﬁcie regular. Por
otro lado, dado que se veriﬁca la condición dada en (2.3.1), el plano tangente a la superﬁcie
1, deﬁnido por los vectores ru y r, coincide con el plano tangente a la envolvente deﬁnido
por los vectores R y R , por lo que la normal a la envolvente es colineal con la normal a
la superﬁcie 1 en el punto M . La demostración es similar si se veriﬁca f 6= 0 en lugar de
fu 6= 0.
Representación de la envolvente 2 en forma biparamétrica. La representación de
2 en función de dos parámetros está basada en las siguientes consideraciones:
(i) Supóngase que la desigualdad (2.3.3) se satisface porque
fu 6= 0 (2.3.8)
(ii) El teorema de existencia de funciones implícitas establece que, debido a la observación
de la desigualdad (2.3.8), la ecuación de engrane (2.3.1) se puede resolver en el entorno
del punto M por la función
u = u(;  ) (2.3.9)
(iii) Entonces, la superﬁcie 2 se puede representar como
R2(;  ) = r2(u(;  ); ;  ) (2.3.10)
(iv) La normal a 2 viene dada como
N(2)2 =
@R2
@
 @R2
@ 
(2.3.11)
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Un procedimiento similar se puede aplicar cuando la igualdad (2.3.3) se satisface porque
f 6= 0 en lugar de veriﬁcarse (2.3.8). En este caso, la superﬁcie envolvente se obtiene mediante
R2(u;  ) = r2(u; (u;  );  ) (2.3.12)
y su normal será
N(2)2 =
@R2
@u
 @R2
@ 
(2.3.13)
4. Relaciones cinemáticas básicas
Las relaciones cinemáticas básicas propuestas por Litvin en [2, 3] relacionan las velocida-
des del punto de contacto y del vértice de la normal unitaria de las superﬁcies en engrane. La
velocidad del punto de contacto viene dada por dos componentes: la de arrastre con la super-
ﬁcie y la relativa respecto a la superﬁcie. Considerando la condición continua de tangencia
entre las superﬁcies en engrane, se tiene
v(2)r = v
(1)
r + v
(12) (2.4.1)
donde v(i)r (i = 1; 2) es la velocidad relativa del punto de contacto sobre la superﬁcie i . De
forma similar, la relación entre las velocidades del vértice de la normal unitaria viene dada
por
_n(2)r = _n
(1)
r + (!
(12)  n) (2.4.2)
donde n(i)r (i = 1; 2) es la velocidad relativa del vértice de la normal en su movimiento sobre
la superﬁcie y !(12) es la velocidad angular relativa del engranaje 1 respecto al engranaje 2.
La ventaja de la utilización de las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.2) es que permiten la determi-
nación de v(2)r y _n(2)r sin tener que utilizar las ecuaciones, en general muy complicadas, de la
envolvente 2. A partir de (2.4.1) y (2.4.2), es posible resolver los principales problemas que
se presentan en la teoría de engranajes: (a) determinación de singularidades en la superﬁcie
generada por 2, (b) determinación de las curvaturas principales en 2 y (c) determinación
de las dimensiones y orientación de las elipses instantáneas de contacto.
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5. Determinación de las elipses instantáneas de contacto
Litvin ha propuesto [2, 3] un método para la determinación de las dimensiones y orienta-
ción de las elipses instantáneas de contacto a partir de las curvaturas y direcciones principales
de las superﬁcies y de la deformación elástica de las mismas. Debido a la elasticidad de las
superﬁcies en contacto, el contacto puntual entre superﬁcies se extiende a lo largo de un
área elíptica. El centro de simetría de la elipse instantánea de contacto coincide con el punto
teórico de tangencia. La huella de contacto esta formada por el conjunto de estas elipses ins-
tantáneas de contacto. El método propuesto viene desarrollado en [2, 3] y supone conocido el
parámetro de deformación elástica  de las superﬁcies, que depende de la carga aplicada, la
rigidez de los dientes en contacto y el módulo de elasticidad del material de los engranajes.
El parámetro  se ha considerado igual a 0.006 mm, valor asociado a engranajes con poca
carga. Aunque la dimensión de la elipse depende del valor del parámetro , la orientación y
la relación entre los ejes mayor y menor es independiente de  y sólo depende de las curva-
turas y direcciones principales de las superﬁcies en contacto. La Fig. 2.5.1 muestra la elipse
Figura 2.5.1: Elipse instantánea y direcciones principales.
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instantánea de contacto. Se suponen conocidas las curvaturas principales, k(1)I y k
(1)
II en el
punto de contacto M y las direcciones principales de curvatura, e(1)I y e
(1)
II , de 1. Igualmen-
te se conocen las curvaturas, k(2)I y k
(2)
II , y las direcciones principales, e
(2)
I y e
(2)
II , de 2. La
dimensión de la elipse, dada por los semiejes a y b, y la orientación de la misma, dada por
el ángulo (1), vienen dados por
a =
 A
1=2 b =  B
1=2 (2.5.1)
tg 2(1) =
g2 sen 2
(12)
g1   g2 cos 2(12) (2.5.2)
donde
A =
1
4
[k
(1)
   k(2)   (g21   2g1g2 cos 2(12) + g22)1=2] (2.5.3)
A =
1
4
[k
(1)
   k(2) + (g21   2g1g2 cos 2(12) + g22)1=2] (2.5.4)
k
(i)
 = k
(i)
I + k
(ii)
II ; gi = k
(i)
I   k(ii)II i = 1; 2 (2.5.5)
siendo (12) el ángulo entre las direcciones principales e(1)I y e
(2)
I (Fig. 2.5.1).
6. Simulación del engrane y análisis del contacto
La simulación del engrane de las superﬁcies de los dientes en contacto se realiza mediante
el análisis de contacto o "TCA"(Tooth Contact Analysis). Este análisis permite:
(i) Determinar la trayectoria de contacto en cada una de las superﬁcies.
(ii) Determinar los errores de transmisión debidos a los errores de alineación, fabricación
o montaje.
(iii) Determinar la huella de contacto formada por el conjunto de las elipses instantáneas
de contacto, que incluye la orientación y dimensión de las mismas a lo largo del camino
de contacto.
Para la ejecución de estos objetivos, las superﬁcies de los dientes se consideran conocidas, así
como la localización y orientación de los ejes de ambos engranajes considerando los errores
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de alineación. Las superﬁcies 1 y 2 vienen dadas en los sistemas coordenados S1 y S2,
respectivamente, por las siguientes funciones
ri(ui; i) 2 C2; @ri
@ui
 @ri
@i
6= 0; (ui; i) 2 Ei (i = 1; 2) (2.6.1)
donde las normales unitarias vienen representadas por
ni =
@ri
@ui
 @ri
@i @ri@ui  @ri@i  (i = 1; 2) (2.6.2)
Considerando que el engranaje 1 gira con la superﬁcie 1 alrededor de un eje ﬁjo localizado
en el sistema Sf , la familia de superﬁcies generada por 1 en Sf viene dada por
r(1)f (u1; 1; 1) = Mf1(1)r
(1)
1 (u1; 1) (2.6.3)
y la normal unitaria a la superﬁcie 1 se representa en Sf como
n(1)f (u1; 1; 1) = Lf1(1)n
(1)
1 (u1; 1) (2.6.4)
donde 1 es el angulo de rotación del engranaje 1.
El engranaje 2 gira con la superﬁcie 2 alrededor de otro eje ﬁjo, pero localizado en
el sistema Sq. La localización y orientación de Sq simula los errores de alineación de la
transmisión. La familia de superﬁcies que genera 2 en el sistema ﬁjo Sf viene dada por
r(2)f (u2; 2; 2) = MfqMq2(2)r
(2)
2 (u2; 2) (2.6.5)
y la normal unitaria correspondiente por
n(2)f (u2; 2; 2) = LfqLq2(2)n
(2)
2 (u2; 2) (2.6.6)
donde 2 es el ángulo de rotación del engranaje 2. Las matrices L son de orden 3  3 y
resultan de eliminar la última ﬁla y la última columna de las correspondientes matrices M.
Las superﬁcies 1 y 2 deben ser tangentes a lo largo del camino de contacto y para ello
se debe veriﬁcar la igualdad de los vectores de posición y la colinealidad de las normales
unitarias a las superﬁcies en el punto instantáneo de contacto, como se muestra en la Fig.
2.6.1, por lo que se debe veriﬁcar
r(1)f (u1; 1; 1)  r(2)f (u2; 2; 2) = 0 (2.6.7)
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Figura 2.6.1: Condición de contacto puntual.
n(1)f (u1; 1; 1)  n(2)f (u2; 2; 2) = 0 (2.6.8)
La Ec. (2.6.7) representa tres ecuaciones escalares, pero la Ec. (2.6.8) representa sólo dos
ecuaciones escalares independientes al ser jn(1)f j = jn(2)f j = 1: Las Ecuaciones (2.6.7) y
(2.6.8) representan por tanto, cinco ecuaciones escalares independientes con seis incógnitas:
u1; 1; 1; u2; 2; 2. El sistema de ecuaciones se puede representar como
fi(u1; 1; 1; u2; 2; 2) = 0; fi 2 C1 (i = 1; 2; 3; 4; 5) (2.6.9)
El objetivo del análisis es obtener del sistema de ecuaciones representado en (2.6.9) las
funciones
u1(1); 1(1); u2(1); 2(1); 2(1) 2 C1 (2.6.10)
De acuerdo con el teorema de existencia de funciones implícitas [6], las funciones (2.6.10)
existen en las proximidades del punto
P (0) = (u
(0)
1 ; 
(0)
1 ; 
(0)
1 ; u
(0)
2 ; 
(0)
2 ; 
(0)
2 ) (2.6.11)
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si se veriﬁca: (i) las funciones [f1; f2; f3; f4; f5] 2 C1 en un entorno de P (0), (ii) el sistema de
ecuaciones (2.6.9) se satisface en P (0) y (iii) el Jacobiano del sistema (2.6.9) en P (0) diﬁere
de cero
D(f1; f2; f3; f4; f5)
D(u1; 1; u2; 22)
=

@f1
@u1
@f1
@1
@f1
@u2
@f1
@2
@f1
@2
...
...
...
...
...
@f5
@u1
@f5
@1
@f5
@u2
@f5
@2
@f5
@2
 6= 0 (2.6.12)
Las funciones dadas en (2.6.10) proporcionan toda la información sobre el engrane de las
superﬁcies en contacto. La función 2(1) representa la relación entre los ángulos de rotación
de los engranajes. Las funciones u1(1) y 1(1) determinan el camino de contacto sobre
la superﬁcie 1 mediante la función r1(u1; 1), mientras que las funciones u2(1) y 2(2)
determinan el camino de contacto sobre la superﬁcie 2 mediante la función r2(u2; 2). La
línea de acción viene dada por la función
r(1)f (u1(1); 1(1); 1) (2.6.13)
o bien por la función
r(2)f (u2(1); 2(1); 2(1)) (2.6.14)
En determinados casos, la superﬁcie de uno de los engranajes puede venir dada como
función de tres parámetros relacionados por una ecuación adicional correspondiente a la
ecuación de engrane utilizada en la generación. En este caso, el sistema de ecuaciones dado
en (2.6.9) presenta una ecuación más y una incógnita más correspondiente al parámetro
generalizado del movimiento en el proceso de generación.
7. Prediseño de una función parabólica de errores de
transmisión
Los errores tanto de alineación como de fabricación siempre, en mayor o menor medida,
se van a presentar en cualquier transmisión. El prediseño de una función parabólica de
errores de transmisión permitirá absorber funciones cuasilineales y discontinuas de los mismos
producidas por defectos de alineación o fabricación y será un factor clave para la reducción
de ruido y vibración en transmisiones de engranajes.
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El prediseño de esta función parabólica de errores de transmisión se basa en las siguientes
consideraciones:
(i) La función de transmisión ideal de engrane es una función lineal y viene dada por
2 =
N1
N2
1 (2.7.1)
siendo Ni y i (i = 1; 2), los números de dientes y el ángulo de rotación del piñón
(i = 1) y rueda (i = 2), respectivamente.
(ii) Debido a errores de alineación, fabricación o montaje (por ejemplo, cambio del ángulo
de cruce entre ejes, cambio de la distancia entre centros, desplazamiento axial de los
engranajes, etc.), la función de transmisión se convierte en una función cuasilineal y
discontinua (Fig. 2.7.1(a)) con periodicidad igual al ciclo de engrane de una pareja de
dientes que viene dado por
 =
2
N
(2.7.2)
siendo N el número de dientes del engranaje considerado. La función de errores de
transmisión correspondiente se muestra en la Fig. 2.7.1(b). Este tipo de función de
transmisión se ha conﬁrmado mediante la simulación del engrane y análisis del con-
tacto. Debido al salto de la velocidad angular en el inicio y ﬁnal del ciclo de engrane,
la aceleración tiene un valor muy alto que causa grandes vibraciones y ruido en la
transmisión.
Está demostrado en [2], [7] y [3] que una función parabólica de errores de transmisión puede
absorber una función lineal producida por los errores de alineación y fabricación.
La Figura 2.7.2(a) muestra la interacción de la función parabólica prediseñada de errores
de transmisión (1)2 =  a21 con la función lineal (2)2 = b1 provocada por los errores de
alineación y fabricación. La función resultante  2( 1), obtenida mediante la suma de las
funciones ((1)2 +
(2)
2 ), es una función parabólica  2 =  a 21 con el mismo coeﬁciente
de parábola. Se puede decir, por tanto, que la función prediseñada de errores de transmisión

(1)
2 (1) ha absorbido la función lineal 
(2)
2 (1) provocada por la desalineaciones.
La Figura 2.7.2(b) muestra la función resultante de errores de transmisión  2( 1) para
varios ciclos de engrane. Es evidente que la relación de transmisión ya no es una función
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lineal discontinua sino una función continua en la que los saltos de velocidad angular en los
puntos de transferencia se han reducido notablemente.
Figura 2.7.1: Relación de trasmisión 2(1) y función 2(1) de errores de transmisión en
una transmisión convencional desalineada.
La Figura 2.7.2(a) muestra un cambio en el origen de la función  2( 1) con respecto al
origen de (1)2 (1). Dicho cambio de origen se determina mediante c = b=2a y d = b2=4a.
Los parámetros c y d indican que los puntos iniciales de tangencia entre piñón y rueda se
han modiﬁcado ligeramente sobre la superﬁcie de contacto.
El coeﬁciente b caracteriza la sensibilidad de una transmisión por engranajes frente a
los errores de transmisión. En el caso de un valor lo suﬁcientemente grande del coeﬁciente
b, la función parabólica  2( 1) puede ser discontinua en los puntos de transferencia del
engrane. Para evitar esto, la función prediseñada (1)2 (1) debe ser proporcionada en el
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intervalo dado por
1(A)  1(B)  2
N1
+
b
a
(2.7.3)
donde A y B son los extremos de la función 2(1) indicados en la ﬁgura Fig 2.7.2(a). Los
correspondientes extremos A y B en la función resultante  2( 1) (Fig 2.7.2(b)) ocupan
posiciones asimétricas respecto al eje de la parábola. No obstante, el engrane consecutivo
Figura 2.7.2: Interacción de una función parabólica y una lineal de errores de transmisión.
de las parejas de dientes permite que la función resultante de errores de transmisión esté
constituida por tramos simétricos como consecuencia del solapamiento de la función 2( 1),
siempre y cuando se cumpla la condición dada por (2.7.3). En la práctica, cuando el valor de
b es grande, se debe incrementar el valor máximo j(1)2 (1)jmax de la función prediseñada
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de errores de transmisión (mediante el incremento del coeﬁciente a de la función parabólica)
para conseguir una función continua  2( 1).
Figura 2.7.3: Relación de trasmisión 2(1) y función (2(1)) de errores de transmisión
en una transmisión con geometría modiﬁcada.
La relación de transmisión de una transmisión por engranajes con una función predi-
señada de errores de transmisión se muestra en la Figura 2.7.3(a). La función parabólica
prediseñada de errores de transmisión se muestra en la Fig 2.7.3(b). Esta función debe ser
negativa para que permita que la rueda gire con retraso con respecto al piñón. De este modo,
las deformaciones elásticas del elemento conducido respecto al elemento conductor permiti-
rán suavizar la transferencia del engrane entre las parejas de dientes e incrementar el grado
de recubrimiento debido a deformaciones elásticas.
Obviamente, la existencia de una función prediseñada parabólica de errores de transmi-
sión induce tales errores en una transmisión sin errores de alineación estando representados
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mediante una función parabólica continua y periódica de valor máximo limitado. Sin em-
bargo, esta función será capaz de absorber las funciones lineales de errores de transmisión
producidas por los errores de alineación cuando éstos aparezcan. Como regla práctica de di-
seño se puede decir que los errores de transmisión producidos por desalineaciones se pueden
absorber por funciones prediseñadas parabólicas de errores de transmisión con el siguiente
valor máximo
j(1)2 (1)jmax = a


N1
2
= [6  8] seg. ang. (2.7.4)
8. Aplicación del método de los elementos ﬁnitos en el
diseño de engranajes
En el ciclo de diseño de una transmisión de engranajes, el análisis de tensiones constituye
una etapa muy importante. En el presente proyecto ﬁn de carrera, el análisis tensional se
basa en el método de los elementos ﬁnitos [11] y permite: (i) determinar las tensiones de
contacto y ﬂexión, (ii) investigar la formación del contacto y (iii) detectar áreas de contacto
severo durante el ciclo de engrane.
El primer paso en el análisis tensional es la construcción del modelo de elementos ﬁnitos,
el cual requiere: (i) el mallado de los dientes, (ii) la deﬁnición de las superﬁcies de contacto
y (iii) el establecimiento de las condiciones de contorno. La fase de proceso o construcción
del modelo de elementos ﬁnitos se realiza de forma automática y parametrizada, teniendo en
cuenta la geometría de las superﬁcies de los dientes. Una vez generado el modelo, se lleva a
cabo el análisis por elementos ﬁnitos con un programa de propósito general [12, 13, 14, 15].
La generación del modelo de elementos ﬁnitos se realiza siguiendo los siguientes pasos:
Paso 1. Se determina el modelo geométrico del diente a partir de las ecuaciones de las super-
ﬁcies que lo conforman. La Figura 2.8.1(a) muestra el volumen a modelizar correspondiente
a un diente de un engranaje helicoidal.
Paso 2. El volumen a modelizar de cada diente se divide en seis subvolúmenes utilizando
las superﬁcies auxiliares intermedias 1 a 6 según se observa en la Figura 2.8.1(b).
Paso 3. Se determinan analíticamente las coordenadas de los nodos en función del número
de elementos previamente deﬁnidos en las direcciones longitudinal y del perﬁl del diente
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Figura 2.8.1: Esquema de: (a) volumen del diente a modelizar, (b) superﬁcies auxiliares, (c)
determinación de nodos y (d) discretización del volumen por elementos ﬁnitos.
(Figura 2.8.1(c)).
Paso 4. Se discretiza cada uno de los seis subvolúmenes en elementos ﬁnitos utilizando los
nodos determinados en el paso anterior (Figura 2.8.1(d)).
Paso 5. Las condiciones de contorno (véase Figura 2.8.2 para el caso de un modelo de tres
dientes) se establece conforme a las siguientes ideas:
(i) Se ﬁjan los nodos a ambos lados y en la parte inferior de la base de la rueda, es decir,
se restringen sus seis grados de libertad.
(ii) Se deﬁne una superﬁcie rígida formada por los nodos de ambos lados y de la parte
inferior de la base del piñón. Las superﬁcies rígidas son estructuras geométricas tridi-
mensionales que no pueden ser deformadas pero que pueden desplazarse o girar como
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Figura 2.8.2: Esquema de: (a) condiciones de contorno en piñón y rueda, (b) superﬁcies
rígidas para la aplicación de las condiciones de contorno en el piñón.
sólido rígido [12, 13, 14, 15]. Además, las superﬁcies rígidas disminuyen el tiempo de
cálculo dado que las traslaciones y rotaciones están asociadas a las de un solo nodo,
llamado nodo de referencia.
(iii) Se deﬁne el nodo N en el eje del piñón como nodo de referencia de la superﬁcie rígida.
El nodo de referencia N y la superﬁcie constituyen un cuerpo rígido.
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(iv) Se establece como único grado de libertad del nodo N el giro en torno al eje del piñón
estando los restantes cinco grados de libertad restringidos a cero. La aplicación de un
par T según el grado de libertad libre del nodo N permite transmitir dicho par al
modelo del piñón a través de la superﬁcie rígida.
Paso 6. El algoritmo de contacto del programa de análisis por elementos ﬁnitos utilizado
requiere la deﬁnición de las superﬁcies de contacto. El procedimiento de construcción del
modelo permite identiﬁcar automáticamente todos los elementos necesarios para la formación
de dichas superﬁcies. Se deben deﬁnir dos tipos de superﬁcies [12, 13, 14, 15], la superﬁcie
maestra y la superﬁcie esclava. Generalmente la superﬁcie maestra es aquella que pertenece
al elemento más rígido o con el mallado menos denso, en caso de que los dos elementos en
contacto tengan rigideces similares.
Las principales características del modelo así construido son las siguientes:
(a) El modelo de elementos ﬁnitos se puede determinar automáticamente para cualquier
posición del piñón y de la rueda obtenida a través del TCA (análisis del contacto).
La convergencia está asegurada porque al menos existe un punto de contacto entre las
superﬁcies.
(b) La suposición de la distribución de carga sobre la superﬁcie del diente no es necesaria
dado que el algoritmo de contacto del programa de análisis por elementos ﬁnitos [12,
13, 14, 15] permite obtener el área de contacto y las tensiones de contacto y ﬂexión a
partir de la aplicación de un par torsor en el eje de giro del piñón mientras la rueda se
mantiene ﬁja. El modelo de elementos ﬁmitos considerado tiene en cuenta las superﬁcies
reales de piñón y rueda en contacto en un determinado punto como resultado de la
aplicación del análisis del contacto (TCA).
(c) Se pueden obtener modelos de elementos ﬁnitos con cualquier número de dientes. Por
ejemplo la Figura 2.8.3 muestra el modelo de elementos ﬁnitos de una transmisión
cónica espiral completa. Modelos de tres o cinco pares de dientes son más adecuados
dada la capacidad de los ordenadores utilizados para el análisis tensional. En la Figura
2.8.4 se muestra el modelo de elementos ﬁnitos de tres pares de dientes correspondientes
a una transmisión de engranajes cónicos espirales. La Figura 2.8.5 muestra el modelo de
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Figura 2.8.3: Modelo de elementos ﬁnitos de una transmisión de engranajes cónicos espirales
completa.
elementos ﬁnitos también de tres pares de dientes correspondientes a una transmisión
de engranajes rectos. La Figura 2.8.6 muestra un modelo de cinco pares de dientes
correspondientes a una transmisión helicoidal.
El uso de modelos de elementos ﬁnitos de varios pares de dientes tiene las siguientes
ventajas:
(i) Las condiciones de contorno referente a restricciones en los movimientos están lo
suﬁcientemente alejadas de las zonas donde están aplicadas las cargas.
(ii) Debido a la elasticidad de las superﬁcies de los dientes de los engranajes pueden
existir varias parejas de dientes en contacto al mismo tiempo. Por tanto, es posible
estudiar el reparto de carga entre parejas de dientes en contacto simultáneo así
como detectar contactos en el borde y áreas de contacto severo.
El método tradicional de la construcción del método de elementos ﬁnitos mediante la
aplicación de programas CAD presenta, respecto al método propuesto en el presente proyecto,
los siguientes inconvenientes.
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Figura 2.8.4: Modelo de elementos ﬁnitos de tres pares de dientes en una transmisión de
engranajes cónicos espirales.
Figura 2.8.5: Modelo de elementos ﬁnitos de tres pares de dientes en una transmisión de
engranajes rectos.
(1) La construcción del modelo requiere en primer lugar la determinación numérica del mo-
delo alámbrico mediante curvas espaciales. El modelo alámbrico consiste en secciones
planas de los dientes que son utilizadas para la obtención del modelo sólido.
(2) El mallado requiere la aplicación de programas de diseño asistido por ordenador.
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Figura 2.8.6: Modelo de elementos ﬁnitos de cinco pares de dientes en una transmisión de
engranajes helicoidales.
(3) A continuación se deben deﬁnir las condiciones de contorno en el modelo.
(4) El aumento de las secciones en el modelo alámbrico permite aumentar la precisión del
modelo sólido pero requiere más tiempo.
(5) El desarrollo de cada uno de los puntos descritos anteriormente requiere una formación
adecuada del usuario del programa CAD, tiempo de elaboración, tienen que ser reali-
zados para cada tipo de geometría propuesta en el diseño, para cada punto de contacto
y para los distintos casos de diseño considerados.
Capítulo 3
Diseño y generación de engranajes
cilíndricos helicoidales
1. Introducción
En el presente capítulo se describen los procedimientos de generación de engranajes ci-
líndricos helicoidales así como la geometría y movimientos de las herramientas involucradas
en el proceso. Para ello se derivarán las expresiones analíticas de las superﬁcies de los dien-
tes de las transmisiones de engranajes cilíndrico helicoidales, presentando los sistemas de
coordenadas empleados y las matrices de transformación de coordenadas utilizadas. Estos
procedimientos constituyen la base teórica implementada en la aplicación IGD - Integrated
Gear Design - cuyo funcionamiento se describirá en el próximo capítulo.
2. Generación de engranajes cilíndrico-helicoidales
El tallado de engranajes cilíndrico-helicoidales se basa en un proceso de generación ha-
ciendo uso de una fresa madre, que simula el movimiento de rodadura sin deslizamiento de
una cremallera generadora sobre el cilindro primitivo del elemento de la transmisión que se
fabrica. Sin embargo, para la generación de engranajes cilíndrico-helicoidales, el plano del
perﬁl de la cremallera generadora está inclinado con respecto a un plano perpendicular al eje
de rotación del engranaje helicoidal un determinado ángulo conocido como ángulo de hélice
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p. Una representación esquemática del procedimiento de generación de engranajes cilíndrico
helicoidales se muestra en la Figura 3.2.1.
Figura 3.2.1: Esquema del procedimiento de fabricación de engranajes cilíndrico-helicoidales.
3. Modelos matemáticos para la generación computacio-
nal de engranajes cilíndricos helicoidales
En el presente apartado se describen los modelos matemáticos empleados para la gene-
ración virtual y la simulación computacional del contacto entre las superﬁcies de los dientes
de los engranajes correspondientes a transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales.
3.1. Sección transversal de la herramienta de tallado
En este apartado se describe la sección transversal de las cuchillas de tallado. La citada
sección transversal aparece representada en la Figura 3.3.1.
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Figura 3.3.1: Sección transversal de la herramienta de tallado.
Los parámetros que deﬁnen la sección transversal de las cuchillas de tallado son los
siguientes:
Módulo de la transmisión, mn.
Altura de cabeza o addendum, a.
a = mn
i (3.3.1)
Altura de pie o dedendum, b.
b = 1;25mn
i (3.3.2)
Ángulo de presión normal de referencia, n.
Radio de acuerdo .
Para la deﬁnición analítica de las superﬁcies generadoras de las herramientas de tallado,
se han establecido en la sección transversal un total de tres sistemas de referencia auxiliares,
los cuales aparecen representados en la Figura 3.3.1 y descritos a continuación:
ST (xT ; yT ; zT ). Se trata de un sistema de referencia solidario a la sección transversal
del diente de la herramienta de tallado y cuyo origen OT se localiza en el punto de
intersección entre el eje de simetría de la sección transversal y el plano primitivo de la
iCaso de transmisiones de engranajes estándar.
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herramienta de tallado empleada. El eje de coordenadas yT se encuentra dirigido en la
dirección de dicho eje de simetría y orientado en el sentido del addendum.
SCC(xCC ; yCC ; zCC). Se trata de un sistema de referencia solidario al ﬁlo de la super-
ﬁcie izquierda de la herramienta de tallado. Su origen OCC se localiza en el punto de
intersección entre el ﬁlo de tallado considerado y el plano primitivo de la herramienta
de tallado empleada. El eje de coordenadas yCC se encuentra dirigido en la dirección
de dicho ﬁlo de tallado y orientado en el sentido del addendum.
SCV (xCV ; yCV ; zCV ). Se trata de un sistema de referencia solidario al ﬁlo de la super-
ﬁcie derecha de la herramienta de tallado. Al igual que en el caso anterior, su origen
OCV se localiza en el punto de intersección entre el ﬁlo de tallado considerado y el
plano primitivo de la herramienta de tallado empleada. El eje de coordenadas yCV se
encuentra dirigido en la dirección de dicho ﬁlo de tallado y orientado en el sentido del
addendum.
Tal como se aprecia en la Figura 3.3.1, la superﬁcie de generación de la herramienta de
tallado T está compuesta fundamentalmente por cuatro regiones claramente diferenciadas,
las cuales aparecen descritas a continuación:
Superﬁcie de tallado (P )CC . Esta superﬁcie es la responsable del tallado del perﬁl
activo derecho de los dientes del engranaje. La coordenada superﬁcial paramétrica de
caracterización de dicho perﬁl a lo largo de éste es uCC , cuyo origen es coincidente con
el origen OCC y cuyo sentido positivo es coincidente con el sentido positivo del eje de
coordenadas yCC . El rango de variación de la coordenada paramétrica superﬁcial uCC
es el siguiente:
 

b   (1  senn)
cosn

< uCC <
a
cosn
: (3.3.3)
Superﬁcie de tallado (P )CV . Esta superﬁcie es la responsable del tallado del perﬁl
activo izquierdo de los dientes del engranaje. La coordenada superﬁcial paramétrica
de caracterización de dicho perﬁl a lo largo de éste es uCV , cuyo origen es coincidente
con el origen OCV y cuyo sentido positivo es coincidente con el sentido positivo del
eje de coordenadas yCV . Debido a la simetría de la sección transversal del diente de la
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herramienta de tallado, el rango de variación de la coordenada paramétrica superﬁcial
uCV es coincidente con el rango de variación de la coordenada paramétrica superﬁcial
uCC , el cual aparece reﬂejado en la Ecuación (3.3.3).
Radio del borde de cabeza del perﬁl izquierdo de la herramienta (F )CC . Este radio de
cabeza es el responsable del tallado de la superﬁcie de entalle entre la superﬁcie de
pie y la superﬁcie activa derecha de los dientes del engranaje. El centro del radio de
cabeza es (CF )CC y la coordenada paramétrica de caracterización del mismo a lo largo
de éste es CC , siendo su origen la posición horizontal y su sentido de giro antihorario.
El rango de variación de la coordenada paramétrica superﬁcial CC es el siguiente:
n < CC <

2
: (3.3.4)
Radio del borde de cabeza del perﬁl derecho de la herramienta (F )CV . Este radio de
cabeza es el responsable del tallado de la superﬁcie de entalle entre la superﬁcie de pie y
la superﬁcie activa izquierda de los dientes del engranaje. El centro del radio de acuerdo
es (CF )CV y coordenada paramétrica de caracterización de dicho radio de cabeza a lo
largo de éste es CV , siendo su origen la posición horizontal y su sentido de giro horario.
Debido a la simetría de la sección transversal del diente de la herramienta de tallado,
el rango de variación de la coordenada paramétrica superﬁcial CV es coincidente con
el rango de variación de la coordenada paramétrica superﬁcial CC , el cual aparece
reﬂejado en la Ecuación (3.3.4).
Por último, se representarán los puntos pertenecientes a cada una de las regiones que
integran la superﬁcie T en el sistema de referencia ST . Para ello, y a efectos de simpliﬁcación,
se va a hacer uso de una única nomenclatura para las coordenadas paramétricas superﬁciales
u y  correspondientes a las superﬁcies de tallado izquierda y derecha, todo ello en virtud
del eje de simetría de la sección transversal del diente de la herramienta de tallado. Así pues,
es posible distinguir dos casos claramente diferenciados, que se describen en los siguientes
apartados.
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Superﬁcies de tallado de los perﬁles activos de los dientes P
El vector de posición de un punto P perteneciente al perﬁl de una superﬁcie de tallado
representado en un sistema de referencia solidario al mismo y expresado en coordenadas
homogéneas viene dado por la Ecuación (3.3.5). En dicha ecuación, la coordenada paramé-
trica superﬁcial u corresponde a la distancia OCV PCV , en el caso de la superﬁcie de tallado
derecha, o OCCPCC , en el caso de la superﬁcie de tallado izquierda.
r
(PCC)
CC (u) = r
(PCV )
CV (u) =
26666664
0
u
0
1
37777775 (3.3.5)
Por otro lado, las matrices de transformación de coordenadas que resulta preciso aplicar
para la transformación de coordenadas entre los sistemas de referencia SCC y SCV hasta el
sistema de referencia ST son respectivamente,
MT;CC =
26666664
cosn   senn 0  4mn
senn cosn 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
37777775 (3.3.6)
MT;CV =
26666664
cosn senn 0

4
mn
  senn cosn 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
37777775 (3.3.7)
De este modo, las ecuaciones del perﬁl de la superﬁcie de tallado en el sistema de referencia
ST vienen dadas por:
r
(PCC)
T (u) =MT;CCr
(PCC)
CC (u) (3.3.8)
r
(PCV )
T (u) =MT;CV r
(PCV )
CV (u) (3.3.9)
Finalmente, introduciendo, por un lado, las Ecuaciones (3.3.5) y (3.3.6) en la Ecuación
(3.3.8) y, por otro lado, las Ecuaciones (3.3.5) y (3.3.7) en la Ecuación (3.3.9), y teniendo en
cuenta además la condición de simetría de la sección transversal del diente de la herramienta
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de tallado, es posible obtener la representación de la superﬁcie P en el sistema de referencia
ST tras el desarrollo de las operaciones matemáticas pertinentes. La Ecuación (3.3.10) se
obtiene como resultado de dicho desarrollo matemático.
r
(P )
T (u) = r
(PCC)
T (u) = r
(PCV )
T (u) =
26666664
  u senn + 4mn
u cosn
0
1
37777775 (3.3.10)
En la Ecuación (3.3.10) el signo superior (positivo) de la primera componente del vector de
posición r(P )T corresponde a la superﬁcie de tallado izquierda, mientras que el signo inferior
(negativo) corresponde a la superﬁcie de tallado derecha.
Borde de cabeza del perﬁl de tallado F
El vector de posición de un punto P perteneciente al borde de cabeza representado en el
sistema de referencia ST se obtiene a través de las expresiones analíticas de carácter vectorial
recogidas en las Ecuaciones (3.3.11) y (3.3.12).
r
(P )
T = r
(CF )CC
T + r
(P )
(CF )CC
(3.3.11)
r
(P )
T = r
(CF )CV
T + r
(P )
(CF )CV
(3.3.12)
Por un lado, los vectores de posición de un punto P perteneciente al borde de cabeza
representado en un sistema de referencia paralelo al sistema de referencia ST y cuyo origen
sea coincidente con el centro del radio de acuerdo CF aparecen recogidos en las Ecuaciones
(3.3.13) y (3.3.14).
r
(P )
(CF )CC
() =
26666664
  cos
  sen
0
1
37777775 (3.3.13)
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r
(P )
(CF )CV
() =
26666664
 cos
  sen
0
1
37777775 (3.3.14)
Por otro lado, los vectores de posición de los centros de los arcos circulares correspon-
dientes a los bordes de cabeza que posee la sección transversal de las herramientas de tallado
consideradas en el sistema de referencia ST aparecen representados en las Ecuaciones (3.3.15)
y (3.3.16).
r
(CF )CC
T =
26666664
   
4
mn   tgn (b   (1  senn))   cosn

  b
0
1
37777775 (3.3.15)
r
(CF )CV
T =
26666664

4
mn   tgn (b   (1  senn))   cosn
  b
0
1
37777775 (3.3.16)
Finalmente, introduciendo, por un lado, las Ecuaciones (3.3.13) y (3.3.15) en la Ecua-
ción (3.3.11) y, por otro lado, las Ecuaciones (3.3.14) y (3.3.16) en la Ecuación (3.3.12), y
teniendo en cuenta además la condición de simetría de la sección transversal del diente de la
herramienta de tallado, es posible obtener la representación de la superﬁcie F en el sistema
de referencia ST tras el desarrollo de las operaciones matemáticas pertinentes. La Ecuación
(3.3.17) se obtiene como resultado de dicho desarrollo matemático.
r
(P )
T () =
26666664
  
4
mn   tgn (b   (1  senn)) +  (cos  cosn)

 (1  sen)  b
0
1
37777775 (3.3.17)
En la Ecuación (3.3.17) el signo superior (negativo) de la primera componente del vector
de posición r(P )T corresponde al radio de acuerdo tangente a la superﬁcie de tallado izquier-
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da, mientras que el signo inferior (positivo) corresponde al radio de acuerdo tangente a la
superﬁcie de tallado derecha.
3.2. Superﬁcie de la herramientas de tallado
En el presente apartado se representan las superﬁcies de tallado de la herramientas de
engranajes cilíndrico helicoidales en un sistema de referencia solidario herramientas, que se
denotará de ahora en adelante como SC(xC ; yC ; zC).
El proceso de transformación de coordenadas desde el sistema de referencia ST , solidario
a la sección transversal de las cuchillas de tallado, hasta el sistema de referencia SC , en el que
se describe la geometría de cada herramienta, resulta diferente para cada tipo de engranaje
cilíndrico, debido fundamentalmente a las diferencias existentes entre los procesos de tallado
de cada una de ellos. Las expresiones analíticas que representan el proceso de transformación
de coordenadas citado para las superﬁcies de tallado aparecen recogidas en las Ecuaciones
(3.3.18) y (3.3.19).
r
(P )
C (; u) =MCT ()r
(P )
T (u) (3.3.18)
r
(P )
C (; ) =MCT ()r
(P )
T () (3.3.19)
Tal como se puede apreciar en las Ecuaciones (3.3.18) y (3.3.19), en todos los casos analizados
las coordenadas superﬁciales paramétricas que representan la superﬁcie de la herramienta
de generación de las transmisiones de engranajes son  y u, en el caso de las superﬁcies de
tallado de las superﬁcies activas de los dientes, y  y , en el caso de las superﬁcies de tallado
de entalle entre la superﬁcie de pie y las superﬁcies activas de los dientes.
El proceso de transformación de coordenadas que representa la matriz MCT se muestra
en la Figura 3.3.2. Tal como se aprecia en dicha ﬁgura, el proceso de transformación de coor-
denadas consta de un total de dos movimientos fundamentales, los cuales aparecen descritos
a continuación:
1. Movimiento de traslación a lo largo del eje ZT una distancia igual a .
2. Movimiento de rotación en torno al eje YC un ángulo igual a p.
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Figura 3.3.2: Proceso de transformación de coordenadas desde el sistema de referencia ST
hasta el sistema de referencia SC .
A raíz de lo expuesto en el párrafo anterior resulta posible deﬁnir la matriz de transfor-
mación de coordenadas MCT , mediante
MCT () =
26666664
cos p 0   sen p   sen p
0 1 0 0
sen p 0 cos p  cos p
0 0 0 1
37777775 (3.3.20)
Finalmente, introduciendo, por un lado, las Ecuaciones (3.3.10) y (3.3.20) en la Ecuación
(3.3.18), y, por otro lado, las Ecuaciones (3.3.17) y (3.3.20) en la Ecuación (3.3.19), resul-
ta posible obtener las expresiones analíticas de las superﬁcies de tallado en el sistema de
referencia SC , las cuales vienen dadas por
r
(P )
C (; u) =
26666664
 cos p
 
u senn +

4
mn
   sen p
u cosn
 sen p
 
u senn +

4
mn

+  cos p
1
37777775 (3.3.21)
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r
(P )
C (; ) =
26666664
 cos p
 

4
mn   tgn (b   (1  senn)) +  (cos  cosn)
   sen p
 (1  sen)  b
 sen p
 

4
mn   tgn (b   (1  senn)) +  (cos  cosn)

+  cos p
1
37777775
(3.3.22)
El rango de variación de la coordenada paramétrica superﬁcial  es
 

W
2
+ tg p

4
mn + a tgn

<  <
W
2
+ tg p

4
mn + a tgn

(3.3.23)
3.3. Planteamiento de la ecuación de engrane
En el presente apartado se va a proceder a plantear una expresión analítica conocida en
la Teoría de Engranajes como ecuación de engrane, la cual constituye la condición necesaria
de existencia de las superﬁcies de los elementos dentados que integran una transmisión de
engranajes. Según la citada condición, la superﬁcie de un engranaje existe si permanece
tangente a la superﬁcie de su herramienta generadora [3].
Conviene señalar como detalle importante que en el presente trabajo no se van a analizar
las condiciones suﬁcientes de existencia de las superﬁcies de los elementos que integran las
transmisiones de engranajes cilíndricos bajo estudio, las cuales proporcionan que dichas su-
perﬁcies de hecho permanecen tangentes a las superﬁcies de su correspondiente herramienta
generadora, y, además, las superﬁcies de los engranajes son regulares. Las condiciones suﬁ-
cientes de existencia de la superﬁcie de un engranaje se determinan a través del análisis de
las condiciones de no penetración durante su proceso de tallado.
Las expresiones analíticas correspondientes a las ecuaciones de engrane desarrolladas y
propuestas en geometría diferencial aparecen recogidas en las Ecuaciones (3.3.24) y (3.3.25)
para la superﬁcie activa y de la base del diente, respectivamente.
f(u; ; ) =
 
@r
(P )
1
@u
 @r
(P )
1
@
!
 @r
(P )
1
@
= 0 (3.3.24)
f(; ; ) =
 
@r
(P )
1
@
 @r
(P )
1
@
!
 @r
(P )
1
@
= 0 (3.3.25)
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Las ecuaciones de engrane presentadas anteriormente relacionan las coordenadas superﬁciales
paramétricas  y u, en el caso de la Ecuación (3.3.24), o  y , en el caso de la Ecuación
(3.3.25), con el parámetro generalizado del movimiento .
Para llevar a cabo el planteamiento de las Ecuaciones de Engrane (3.3.24) y (3.3.25),
resulta preciso determinar previamente la representación paramétrica de la familia de su-
perﬁcies generada en el sistema de referencia solidario al engranaje por la superﬁcie de la
herramienta de tallado C , para lo cual resulta preciso deﬁnir un proceso de transformación
de coordenadas desde el sistema de referencia SC hasta el sistema de referencia solidario al
engranaje que está siendo generado, el cual se denominará de ahora en adelante S1(x1; y1; z1).
Dicho proceso de transformación de coordenadas aparece representado de forma esquemática
en la Figura 3.3.3, y de caracteriza por una matriz de transformación de coordenadas M1C ,
la cual viene dada por
M1f () =
26666664
cos sen 0 0
  sen cos 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
37777775 (3.3.26)
MfC() =
26666664
1 0 0  rp
0 1 0 rp
0 0 1 0
0 0 0 1
37777775 (3.3.27)
M1C() =M1f ()MfC() =
26666664
cos sen 0 rp (sen   cos)
  sen cos 0 rp (cos+  sen)
0 0 1 0
0 0 0 1
37777775 (3.3.28)
En el caso de que las Ecuaciones (3.3.24) y (3.3.25) se satisfagan, entonces la superﬁcie de
envolvente formada por la familia de posiciones adoptadas por la superﬁcie de la cremallera
talladora en el sistema de referencia S1, la cual se denominará de ahora en adelante por ,
existe, y puede ser representada en dicho sistema de referencia por medio de la consideración
simultánea de las ecuaciones (3.3.29) y (3.3.30).
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Figura 3.3.3: Representación esquemática del proceso de generación de engranajes cilíndricos
8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
r
(P )
1 (u; ; ) =
2666666664
x
(P )
1 (u; ; )
y
(P )
1 (u; ; )
z
(P )
1 (u; ; )
1
3777777775
=M1C()r
(P )
C (u; )
f(u; ; ) = 0
(3.3.29)
8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
r
(P )
1 (; ; ) =
2666666664
x
(P )
1 (; ; )
y
(P )
1 (; ; )
z
(P )
1 (; ; )
1
3777777775
=M1C()r
(P )
C (; )
f(; ; ) = 0
(3.3.30)
Las ecuaciones (3.3.29) y (3.3.30) constituyen el modelo matemático de las superﬁcies de los
dientes de una rueda dentada de la transmisión de engranajes considerada.
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A continuación se procederá a la determinación analítica de las ecuaciones (3.3.29) y
(3.3.30) correspondientes a engranajes cilíndricos helicoidales.
Superﬁcies de los perﬁles activos de los dientes. La representación paramétrica de
la superﬁcie de envolvente  correspondiente a este caso se obtiene por sustitución de las
Ecuaciones (3.3.21) y (3.3.28) en la primera ecuación del conjunto (3.3.29). Los resultados
de dicha sustitución aparecen recogidos a continuación:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
x
(P )
1 (u; ; ) = cos cos p

u senn +

4
mn

   sen p cos+ u cosn sen
+ rp (sen   cos)
y
(P )
1 (u; ; ) = sen cos p

u senn +

4
mn

+  sen p sen+ u cosn cos
+ rp (cos+  sen)
z
(P )
1 (u; ; ) =  sen p
 
u senn +

4
mn

+  cos p
(3.3.31)
Tomando como punto de partida el conjunto de expresiones analíticas designado por
(3.3.31) resulta posible obtener analíticamente cada uno de los tres términos que componen la
Ecuación de Engrane (3.3.24). La determinación de dicha terna de términos aparece recogida
en las Ecuaciones (3.3.32), (3.3.33) y (3.3.34).
@r
(P )
1
@u
=
26666664
 cos cos p senn + cosn sen
 sen cos p senn + cosn cos
 sen p senn
0
37777775 (3.3.32)
@r
(P )
1
@
=
26666664
  sen p cos
sen p sen
cos p
0
37777775 (3.3.33)
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@r
(P )
1
@
=
26666664
 sen cos p
 
u senn +

4
mn

+  sen p sen+ u cosn cos+ rp sen
 cos cos p
 
u senn +

4
mn

+  sen p cos  u cosn sen+ rp cos
0
0
37777775
(3.3.34)
Introduciendo las expresiones analíticas (3.3.32), (3.3.33) y (3.3.34) en la Ecuación (3.3.24),
operando y reordenando términos, es posible obtener la formulación ﬁnal de la ecuación de
engrane, la cual aparece recogida en la Ecuación (3.3.35).
f(u; ; ) = senn cos p

u senn +

4
mn

 sen p senn+u cos2 n cos prp senn = 0
(3.3.35)
Así pues, ﬁnalmente las Ecuaciones (3.3.31) y (3.3.35) constituyen conjuntamente el modelo
matemático de la superﬁcie de los perﬁles activos de los dientes de un engranaje cilíndrico-
helicoidal.
Superﬁcies de entalle entre la superﬁcie de pie y las superﬁcies activas de los
dientes. La representación paramétrica de la superﬁcie de envolvente  correspondiente
a este caso se obtiene por sustitución de las Ecuaciones (3.3.22) y (3.3.28) en la primera
ecuación del conjunto designado por (3.3.30). Los resultados de dicha sustitución aparecen
recogidos a continuación:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
x
(P )
1 (; ; ) = cos cos p

4
mn   tgn (b   (1  senn)) +  (cos  cosn)

   sen p cos+ sen ( (1  sen)  b) + rp (sen   cos)
y
(P )
1 (; ; ) = sen cos p

4
mn   tgn (b   (1  senn)) +  (cos  cosn)

+  sen p sen+ cos ( (1  sen)  b) + rp (cos+  sen)
z
(P )
1 (; ; ) =  sen p
 

4
mn   tgn (b   (1  senn)) +  (cos  cosn)

+  cos p
(3.3.36)
Tomando como punto de partida el conjunto de expresiones analíticas designadas por
(3.3.36), resulta posible obtener analíticamente cada uno de los tres términos que compo-
nen la Ecuación de Engrane (3.3.25). La determinación de dicha terna de términos aparece
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recogida en las Ecuaciones (3.3.37), (3.3.38) y (3.3.39).
@r
(P )
1
@
=
26666664
 cos cos p sen   sen cos
 sen cos p sen   cos cos
 sen p sen
0
37777775 (3.3.37)
@r
(P )
1
@
=
26666664
  sen p cos
sen p sen
cos p
0
37777775 (3.3.38)
@r
(P )
1
@
=
266666666666664
 sen cos p

4
mn   tgn (b   (1  senn)) +  (cos  cosn)

+  sen p sen+ cos ( (1  sen)  b) + rp sen
 cos cos p

4
mn   tgn (b   (1  senn)) +  (cos  cosn)

+  sen p cos  sen ( (1  sen)  b) + rp sen
0
0
377777777777775
(3.3.39)
Introduciendo las expresiones analíticas (3.3.37), (3.3.38) y (3.3.39) en la Ecuación (3.3.25),
operando y reordenando términos, es posible obtener la formulación ﬁnal de la ecuación de
engrane, la cual aparece recogida en la Ecuación (3.3.40).
f(; ; ) =   sen cos p

4
mn   tgn (b   (1  sen)) +  (cos  cosn)

  sen p sen+  cos cos p ( (1  sen)  b) rp sen = 0
(3.3.40)
Así pues, ﬁnalmente las Ecuaciones (3.3.36) y (3.3.40) constituyen conjuntamente el modelo
matemático de la superﬁcie de entalle entre la superﬁcie de pie y las superﬁcies activas de
los dientes de un engranaje cilíndrico-helicoidal.
Capítulo 4
IGD (Integrated Gear Design)
1. Introducción
En el presente proyecto ﬁn de carrera se ha utilizado la herramienta computacional IGD
— Integrated Gear Design — para la generación virtual de la geometría de las transmisiones
de engranajes helicoidales estudiadas y los modelos de elementos ﬁnitos empleados para el
análisis tensional. El programa IGD está siendo desarrollado por los miembros del Grupo de
Investigación Transmisiones Avanzadas de Engranajes (GITAE) adscrito al Departamento
de Ingeniería Mecánica de la Universidad Politécnica de Cartagena y en colaboración con
los miembros del grupo de investigación del mismo nombre de la Universitat Jaume I de
Castellón. IGD es una marca registrada de la Universidad Politécnica de Cartagena. En esta
herramienta computacional se ha volcado la experiencia de más de diez años de desarrollo
y aplicación de la teoría de engranajes moderna y su aplicación al diseño y análisis de
transmisiones avanzadas de engranajes.
En este capítulo se hace una breve introducción al procedimiento de uso de IGD para
el diseño y análisis de transmisiones de engranajes helicoidales así como de las técnicas
disponibles de simulación del engranaje, análisis de contacto y generación automática de
modelos de elementos ﬁnitos.
Al ejecutar el programa IGD, y una vez superado el chequeo de licencia mediante la
conexión con el servidor de licencias del grupo GITAE, aparecerá la ventana principal del
programa IGD (Figura 4.1.1).
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Figura 4.1.1: Ventana principal del programa IGD.
Ésta está diseñada de manera que su uso es simple e intuitivo. En ella se pueden apreciar
cuatro regiones: el menú principal, las opciones de visualización, el árbol del proyecto y la
ventana de visualización (Figura 4.1.2).
Figura 4.1.2: Partes principales de la ventana principal del programa IGD.
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2. Deﬁnición de la geometría de los engranajes
El primer paso es la deﬁnición del tipo de transmisión a generar y analizar. Para ello, se
selecciona File/New Project en el menú principal, apareciendo una ventana que permite elegir
el tipo de transmisión deseada. Solamente aparecerán disponibles aquellas transmisiones para
las cuales el usuario tiene licencia, como se observa en la Figura 4.2.1.
Figura 4.2.1: Ventana de selección del tipo de transmisión.
Para la transmisión objeto de análisis en este proyecto, se selecciona la opción Helical Gear
(transmisión de engranajes helicoidales), dentro del grupo de transmisiones de ejes paralelos
y del subgrupo de engranajes de dentado externo. Una vez realizado este paso y presionado
el botón Ok, se creará en el árbol del proyecto la rama GearSet: External Helical [Not deﬁend],
en la que se deberá hacer doble clic para acceder al cuadro de deﬁnición de la transmisión
(Figura 4.2.2).
Aquí se decidirán los parámetros tales como el módulo, los ángulos de presión de los lados
izquierdo y derecho del diente, el ángulo de hélice, la distancia entre centros nominal y la
posición axial de la rueda respecto del piñón.
En la siguiente etapa hay que deﬁnir el piñón y la rueda (Figura 4.2.3). Siguiendo el
mismo procedimiento aparece el cuadro que permite ﬁjar sus parámetros correspondientes,
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Figura 4.2.2: Ventana de deﬁnición de una transmisión de engranajes helicoidales.
tales como el número de dientes, el coeﬁciente de adendo y dedendo, el coeﬁciente de des-
plazamiento, determinación de si es hélice a derechas o a izquierdas, el ancho de cara de los
dientes y la posibilidad de elegir si se debe mostrar el engranaje completo o sólo un número
determinado de dientes en la ventana de visualización (Figura 4.2.4).
Una vez deﬁnidos, se procede igualmente con el perﬁl de la cremallera generadora para
el piñón y la rueda. Haciendo doble clic en Blade: Standard [Not deﬁned] aparece la ventana
que permite modiﬁcar el redondeo de cabeza de la herramienta responsable de tallar el perﬁl
de la base del diente del engranaje (Figura 4.2.5).
Después de los pasos anteriormente descritos, el programa tiene la información suﬁciente
para la generación de los modelos tanto de la cremallera como del engranaje. Para llevar a
cabo esta generación se hace doble clic en GearSet: External Helical [Deﬁned], resaltado en color
amarillo. Al realizar esta operación se compilan todas las órdenes dadas hasta el momento.
Ahora, todos los títulos del árbol del proyecto se resaltan en color verde justiﬁcando la acción
(Figura 4.2.6).
Repitiendo el doble clic en el mismo lugar aparece el renderizado en la ventana de visua-
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Figura 4.2.3: Visualización de la siguiente etapa.
Figura 4.2.4: Ventana de deﬁnición del perﬁl de la cremallera de tallado.
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Figura 4.2.5: Ventana de deﬁnición del perﬁl de la cremallera de tallado.
Figura 4.2.6: Compilación del árbol del proyecto.
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lización (Figura 4.2.7).
Figura 4.2.7: Generación del modelo en la ventana de visualización.
3. Deﬁnición de la geometría modiﬁcada y aplicación de
un rebaje de cabeza
A la hora de modiﬁcar la geometría estándar de un engranaje, IGD permite añadir
tantas nuevas geometrías como el diseñador quiera. Estas geometrías modiﬁcadas permiten
considerar herramientas generadoras con perﬁles distintos al estándar (perﬁl recto) e incluso
aplicar rebajes de cabeza y de pie para eliminar zonas de altas tensiones de contacto.
Para deﬁnir una geometría modiﬁcada, será necesario disponer en el árbol de proyecto
de una transmisión deﬁnida con un piñón y una rueda con su geometría estándar genera-
da. A continuación, se hará clic con botón derecho en la rama del árbol Pinion: External
Helical [Deﬁned] y se seleccionará la opción Add new geometry del menú contextual.
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Figura 4.3.1: Ventana de deﬁnición de la geometría modiﬁcada.
En la ventana de deﬁnición de una nueva geometría se elegirá la opción Modiﬁed Helical
gear geometry (Figura 4.3.1), con lo que el programa añadirá una nueva rama en el árbol
de proyecto de IGD con el nombre Geometry P2: External Helical: Modiﬁed [Not deﬁned].
Haciendo doble clic sobre ésta se procede a la selección de la herramienta de generación de
la nueva geometría (Figura 4.3.2). En este caso se elige Modiﬁed Rack cutter.
Después de deﬁnir la geometría modiﬁcada mediante una cremallera de perﬁl modiﬁcado,
se hará doble clic en Blade Modiﬁed [Not deﬁned], dando lugar a la ventana de deﬁnición de
la herramienta responsable de tallar el perﬁl de la base del diente del engranaje modiﬁcado
(Figura 4.3.3), donde se pueden deﬁnir nuevos parámetros tales como Pitch modiﬁcation
coeﬃcient, Top relief, Bottom relief, Main proﬁle type y sus características Height, Angle, type,
Parabola coeﬃcient, permitiendo mediante el botón Copy TO the other side copiar los mismos
valores en ambos lados de la cuchilla.
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Figura 4.3.2: Ventana de selección de la herramienta de generación.
Figura 4.3.3: Ventana de deﬁnición del perﬁl de la cremallera modiﬁcada de tallado.
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Figura 4.3.4: Modelo 3D de la nueva geometría del piñón.
Deﬁnidos estos parámetros y conﬁrmados mediante el botón Ok, en el árbol del proyecto
aparecen, sombreadas en amarillo, las ramas de la nueva geometría modiﬁcada para el piñón:
Geometry P2: External Helical: Modiﬁed[Deﬁned] y GenTool: Rack-Cutter: Modiﬁed[Deﬁned], y
que haciendo doble clic en la primera de ellas quedarán compilas y sobreadas en verde,
apareciendo en la ventana de visualización el renderizado (Figura 4.3.4).
Mediante el mismo procedimiento se añade una nueva geometría modiﬁcada para la rueda.
4. Análisis del contacto y simulación del engrane
Una vez deﬁnidas las geometrías a considerar para el piñón y la rueda, llega el momento
de comenzar con el análisis del contacto y la simulación del engrane. Como resultados se
obtendrá tanto el patrón de contacto sobre las superﬁcies como la función de errores de
transmisión.
Para deﬁnir un análisis, se hace clic con el botón derecho sobre la rama Analyses del árbol
del proyecto. Se desplegará un menú contextual en el que se seleccionará Add new analysis,
que a su vez despliega otro submenú donde se podrán elegir los distintos análisis disponibles
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para la transmisión de engranajes. En este submenú se elegirá el tipo de análisis TCA - FEM
analysis, compuesto por el análisis del contacto (TCA) y la generación de los modelos de
elementos ﬁnitos correspondientes (FEM). Esta elección generará un nuevo elemento en el
árbol de proyecto denominado Analysis 1: TCA & FEM [not deﬁned].
Para deﬁnir el análisis se hace doble clic en Analysis 1: TCA & FEM [not deﬁned]. Aparecerá
un cuadro de diálogo, en el que se seleccionan las geometrías que se quieren analizar mediante
el botón Select geometry (Figura 4.4.1).
Figura 4.4.1: Ventana de deﬁnición de un análisis TCA & FEM.
Básicamente, la deﬁnición de un análisis consiste en la selección de las geometrías de los
engranajes con los que se va a realizar el análisis e introducir los errores de posicionado de
piñón y rueda en caso de que estos existan. Esto permitirá analizar como cambia el patrón de
contacto con los distintos errores de alineación, fabricación y montaje, y la obtención de las
correspondientes funciones de errores de transmisión. Para realizar un análisis en condiciones
de perfecta alineación, se introducirá cero en todos los cuadros de texto.
Una vez hecho este paso, se ha de continuar deﬁniendo el análisis de contacto (TCA)
entre los dientes del piñón y la rueda. Para ello, se hace doble clic en (TCA) Tooth Contact
4 Análisis del contacto y simulación del engrane 60
Analysis 1 [Not deﬁned] (Figura 4.4.2).
Figura 4.4.2: Ventana de deﬁnición de un análisis de contacto (TCA).
En la ventana de deﬁnición del análisis de contacto (TCA) se habrá de deﬁnir los siguien-
tes parámetros:
Número de posiciones de contacto: 21
Número de parejas de dientes en contacto: IGD permite considerar 1 o 3 parejas de
dientes en contacto.
Deﬁnición de la malla de discretización de superﬁcie de piñón y rueda para el análisis
de contacto mediante la introducción del número de puntos en dirección longitudinal
y en la dirección del perﬁl. Por lo general, la consideración de una malla 40 x 40 suele
dar buenos resultados.
Posición para la representación de la transmisión. Se elegirá uno de los 21 puntos de
contacto.
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Posición inicial del piñón cuando se considera una dirección de giro antihoraria y una
dirección de giro horaria. En esta posición se establecerá el punto medio de contacto
para el TCA.
Una vez deﬁnido el TCA y presionado el botón Ok, aparecerán dos ramas en el árbol del
proyecto que determinan el análisis de contacto cuando el piñón gira en el sentido contrario
a las agujas del reloj (Pinion CCW (Z+) rotation TCA) y cuando gira en el sentido de las
agujas del reloj (Pinion CW (Z-) rotation TCA).
Para ejecutar un análisis, se hará doble clic sobre la rama correspondiente. Una vez
ﬁnalizado el cálculo se despliegan tres subramas (Contact pattern, Contact path,Transmission
errors) que permiten la visualización de los resultados. Para mostrarlos se cliqueará con el
botón derecho del ratón sobre dichos títulos y se seleccionará el resultado deseado.
Como ejemplo, al seleccionar Contact pattern y elegir que se muestre el resultado en el
piñón, se obtiene la Figura 4.4.3.
Figura 4.4.3: Visualización de la huella de contacto en el piñón.
Si se selecciona Contact path y se elige que se muestre el resultado en el piñón, se obtiene
4 Análisis del contacto y simulación del engrane 62
la Figura 4.4.4. Un contact path serpenteado como el que se muestra en la Figura 4.4.4 es
característico de transmisiones con contacto lineal, en el que cualquier punto sobre la línea
de contacto es susceptible de pertenecer al contact path, y por tanto no hay un camino de
contacto deﬁnido sobre la superﬁcie del engranaje.
Figura 4.4.4: Visualización del camino de contacto.
Al seleccionar Transmission errors y elegir la opción Show, aparece un gráﬁco que permite
visualizar los errores de transmisión (Figura 4.4.5). El ejemplo muestra la función de errores
de transmisión para una transmisión de engranajes helicoidales de perﬁl de evolvente en
perfecta alineación, por lo que el resultado arroja errores de transmisión iguales a cero para
todas las posiciones de contacto, como es de esperar.
Operando del mismo modo, se puede ejecutar el análisis de TCA Pinion CW (Z-) rotation
TCA [Deﬁned] y analizar los resultados del contacto cuando el piñón gira en el sentido de las
agujas del reloj.
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Figura 4.4.5: Ventana de visualización de los errores de transmisión.
5. Generación del modelo de elementos ﬁnitos
Una vez analizado el contacto, es posible la generación automática del modelo de elemen-
tos ﬁnitos. Para ello, se hace clic con el botón derecho sobre la rama del árbol de proyecto
Analysis 1: TCA & FEM [Deﬁned] y se selecciona del menu contextual la opción Add new FE
model. Aparecerá una nueva rama en el árbol del proyecto, Finite Element Model 1.1 [Not
deﬁned] que mediante un doble clic permitirá acceder al cuadro de deﬁnición del modelo de
elemntos ﬁnitos (Figura 4.5.1). Dichos valores estarán supeditados a la elección de:
1. Par seleccionado.
2. Sentido de rotación del engranaje.
3. Número de pares de dientes de contacto.
Haciendo doble clic en Finite Element Model 1.1 [Generated] se representará en la pantalla
de visualización (Figura 4.5.2).
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Figura 4.5.1: Deﬁnición del modelo de elementos ﬁnitos.
Figura 4.5.2: Modelo de elementos ﬁnitos con tres parejas de dientes.
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Figura 4.5.3: Modelo de elementos ﬁnitos de una pareja de dientes en contacto.
En la pantalla de deﬁnición del modelo de elementos ﬁnitos (Figura 4.5.1) se pueden
escoger otras posibilidades de generación, One pair (Figura 4.5.3) para una sola pareja de
dientes en contacto, Five pairs (Figura 4.5.4) para cinco parejas de dientes en contacto,Whole
Gear set (Figura 4.5.5) para la transmisión completa.
Una vez se ha generado el modelo de elementos ﬁnitos, se ha de exportar a ABAQUS o
NASTRAN para proceder al cálculo. Para ello, se hace clic derecho sobre Finite Element Model
1.1 [Generated], se selecciona la opción Export FEM y se selecciona ABAQUS o NASTRAN
del submenú contextual.
En este proyecto ﬁn de carrera el procesado y postprocesado de todos los análisis de
elementos ﬁnitos se han realizado con el programa de propósito general ABAQUS.
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Figura 4.5.4: Modelo de elementos ﬁnitos de cinco parejas de dientes en contacto.
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Figura 4.5.5: Modelo de elementos ﬁnitos de la transmisión completa.
Capítulo 5
Resultados
1. Deﬁnición de los casos a analizar
Para llevar a cabo este estudio se considerará como caso de referencia una transmisión
compuesta por una pareja de engranajes cilíndrico-helicoidales con las siguientes caracterís-
ticas:
Parámetros Unidades Piñón Rueda
Numero de dientes - 30 30
Módulo mm 3
Ángulo de presión normal deg. 20
Ángulo de hélice deg. 23
Distancia entre centros mm 97,772
Coeﬁciente de adendo - 1
Coeﬁciente de dedendo - 1,25
Ancho de cara mm 30 30
Ancho de cara en contacto mm 30
Dirección de la hélice - Derecha Izquierda
Número de dientes en contacto - 3
Módulo de elasticidad MPa 206.843
Par de entrada Nm 700 -
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En este capítulo se van a presentar los resultados obtenidos del estudio del comportamien-
to mecánico desde el punto de vista de la rotura del diente en la base de una transmisión de
engranajes cilíndrico-helicoidales con anchos de cara desiguales. Para ello, se estudiará el com-
portamiento mecánico de la transmisión de referencia de engranajes cilíndrico-helicoidales
con anchos de cara iguales cuyas características se han presentado anteriormente y se com-
parará con el comportamiento mecánico de distintos casos de diseño de la misma transmisión
en los que el ancho de cara de cada una de las ruedas de la transmisión se irá incrementando
paulatinamente tanto por la sección frontal (eje z positivo) como trasera (eje z negativo),
manteniendo siempre un mismo ancho de cara de contacto efectivo de 30 mm, constituyendo
de esta forma los distintos casos de diseño posibles. De esta forma se obtendrán las posi-
bles pautas para el diseño correcto de transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales con
anchos de cara desiguales.
Así mismo se llevará a cabo un estudio del posible efecto de la utilización de anchos de cara
desiguales en las tensiones de contacto en transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales.
Los distintos casos de diseño serán analizados desde el punto de vista de las tensiones de
contacto para visualizar si la utilización de anchos de cara desiguales, manteniendo el mismo
ancho de cara útil (o de contacto) en las dos ruedas de la transmisión, tienen algún efecto
sobre las tensiones de contacto.
Además, se efectuará un proceso de optimización del rebaje de cabeza para minimizar
las máximas tensiones de contacto en la transmisión de referencia. Por lo general, cuando
no se utilizan rebajes de cabeza, los engranajes sufren altas tensiones de contacto cuando en
el contacto participa el borde de cabeza. Mediante la modiﬁcación de las superﬁcies de los
dientes con la aplicación de un cierto rebaje de cabeza, es posible una reducción signiﬁcativa
de las tensiones de contacto en la transmisión y de esta manera una mejora en la vida de la
transmisión.
Para ﬁnalizar, se analizará el comportamiento mecánico de una transmisión de engranajes
cilíndrico-helicoidales con anchos de cara desiguales y aplicación del rebaje de cabeza óptimo
que minimiza las tensiones de contacto. Se busca con ello visualizar si la aplicación del
rebaje de cabeza tiene algún efecto positivo o de mejora en el comportamiento mecánico de
transmisiones de engranajes con anchos de cara desiguales y si con ello, cambian las pautas
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de diseño que se hayan podido establecer con la consecución del primer objetivo.
Para la deﬁnición de las geometrías tanto estándar como modiﬁcadas (o con rebaje de
cabeza) de los engranajes en cada uno de los casos y la generación de sus correspondientes
modelos de elementos ﬁnitos se hará uso del programa IGD, descrito en el capítulo anterior.
Para la deﬁnición de los posibles casos de diseño, se irá aumentando paulatinamente los
anchos de cara de cada uno de los engranajes de la transmisión, manteniendo en todos los
casos el ancho de cara efectivo de contacto. Se analizarán por tanto los siguientes seis casos
distintos cuando el piñón gira tanto en sentido horario como antihorario:
Aumento del ancho de cara del piñón en sentido positivo del eje Z (1).
Aumento del ancho de cara del piñón en sentido negativo del eje Z (2).
Aumento del ancho de cara de la rueda en sentido positivo del eje Z (3).
Aumento del ancho de cara de la rueda en sentido negativo del eje Z (4).
Aumento simultáneo de los anchos de cara del piñón (en sentido negativo del eje Z)
y de la rueda (en sentido positivo del eje Z) en la misma magnitud, manteniendo el
ancho de cara efectivo de contacto (5).
Aumento simultáneo de los anchos de cara del piñón (en sentido positivo del eje Z)
y de la rueda (en sentido negativo del eje Z) en la misma magnitud, manteniendo el
ancho de cara efectivo de contacto (6).
Los distintos casos de diseño se muestran en la Figura 5.1.1. El aumento del ancho de
cara para cada uno de los casos de diseño se considerará en intervalos uniformes de 1 mm
de longitud, llegando hasta 5 mm de aumento máximo del ancho de cara en cada uno de los
engranajes de la transmisión. Se obtendrán los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes
y las tensiones de contacto en las respectivas caras de contacto (piñón y rueda) a lo largo de
todo un ciclo de engrane tanto para la transmisión de referencia como para el resto de casos,
con objeto de comparar la evolución de las tensiones cuando aumenta el ancho de cara de
una de las ruedas de la transmisión.
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Figura 5.1.1: Deﬁnición de los casos de diseño de transmisiones de engranajes helicoidales
con anchos de cara desiguales.
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2. Análisis de la transmisión de engranajes cilíndrico-
helicoidales de referencia
En este apartado se va a realizar el análisis de los esfuerzos de ﬂexión en la base del diente
y de las tensiones de contacto en las caras de contacto de los dientes de los engranajes de la
transmisión de engranajes cilíndrico-helicoidales de referencia. El objeto de este análisis es
visualizar como evolucionan las tensiones y los esfuerzos mencionados a lo largo del ciclo de
engrane para posteriormente comparar con las sucesivas modiﬁcaciones efectuadas en cada
caso.
2.1. Rotación del piñón en sentido antihorario
En esta sección se analizarán los esfuerzos de ﬂexión en la base del diente y de las tensiones
de contacto en las caras de contacto de los dientes de los engranajes de la transmisión de
engranajes cilíndrico-helicoidales de referencia, cuando se hace girar al piñón en sentido
antihorario.
Esfuerzos en la raíz y tensiones de contacto en el piñón
La Figura 5.2.1 muestra la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes
del piñón para 21 posiciones de contacto a lo largo de un ciclo de engrane. Debido a que
las líneas de contacto van evolucionando desde la parte inferior frontal (Figura 5.2.2) y se
va trasladando hacia la parte superior trasera de las superﬁcies de los dientes en contacto
(Figura 5.2.3 y Figura 5.2.4), los esfuerzos de ﬂexión en la base del diente del piñón aumentan
paulatinamente hasta su máximo valor al ﬁnal del engrane.
A partir de la posición 7 el diente posterior comienza el engrane (Figura 5.2.5) y la carga
se reparte entre tres parejas de dientes. A partir de la posición 15 sucede justo lo contrario,
el diente anterior deja de estar en contacto (Figura 5.2.6) de modo que la carga pasa a ser
soportada por dos parejas de dientes en contacto.
La Figura 5.2.7 muestra la evolución de las tensiones de contacto en los dientes del piñón
para las 21 posiciones de contacto a lo largo de un ciclo de engrane. Se observa la gran
diferencia de tensiones entre el comienzo del ciclo y el ﬁnal del mismo. En la posición 15
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Figura 5.2.1: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes del piñón.
Figura 5.2.2: Zona afectada por la posición inicial de la línea de contacto.
aparece un elevado pico de tensión. Esta singularidad se debe a que el contacto se produce
entre una de las esquinas superiores de las superﬁcies de los dientes del piñón y la parte
inferior de las superﬁcies de la rueda. Además la posición 15 es la última posición de contacto
del diente anterior, por lo que la zona de contacto es en la esquina superior izquierda de la
cara del diente donde se unen tres aristas llegando a producir unas elevadas concentraciones
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Figura 5.2.3: Líneas de contacto en transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales.
Figura 5.2.4: Zona afectada por la posición ﬁnal de la línea de contacto.
de esfuerzos cuyos valores ascienden a 2686.2 MPa para la transmisión de referencia (Figura
5.2.8). Normalmente, estas zonas se eliminan de las superﬁcies reales de los dientes mediante
chaﬂanes.
Esfuerzos en la raíz y tensiones de contacto en la rueda
La Figura 5.2.9 muestra la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes
de la rueda a lo largo de un ciclo de engrane. Se observa que sigue una evolución opuesta
a los esfuerzos obtenidos en los dientes del piñón. Hay que recordar que tanto piñón como
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Figura 5.2.5: Posición de inicio de engrane de la pareja de dientes posterior.
Figura 5.2.6: Posición de ﬁnalización del engrane de la pareja de dientes anterior.
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Figura 5.2.7: Evolución de las tensiones de contacto en los dientes del piñón.
Figura 5.2.8: Últimas posiciones de contacto de la pareja de dientes anterior del piñón.
rueda tienen las mismas características geométricas.
Al observar la evolución de las tensiones de contacto en los dientes de la rueda para las
21 posiciones de contacto a lo largo de un ciclo de engrane (Figura 5.2.10) se observa que se
produce una evolución muy semejante respecto de las tensiones descritas en el piñón pero
en sentido contrario. En este caso, el pico de máxima tensión se produce en la posición 7 y
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Figura 5.2.9: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes de la rueda.
Figura 5.2.10: Evolución de las tensiones de contacto en los dientes de la rueda.
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Figura 5.2.11: Primeras posiciones de contacto de la pareja de dientes posterior en la rueda.
se debe al comienzo del contacto del diente de la rueda con la arista superior del diente del
piñón (Figura 5.2.11). Por el mismo motivo anteriormente descrito, el contacto de la arista
del diente de la rueda con el ﬂanco del diente del otro miembro genera unas concentraciones
de esfuerzos muy elevadas.
2.2. Rotación del piñón en sentido horario
Las gráﬁcas de evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base del diente y de las tensiones
de contacto en las superﬁcies de los dientes son exactamente iguales a las presentadas ante-
riormente para un piñón girando en sentido antihorario. Esto es debido a que la geometría
de los dientes es simétrica en ambas caras y además no se ha modiﬁcado el ancho de ninguno
de los engranajes de la transmisión.
3. Análisis y comparación de los casos de estudio
3.1. Rotación del piñón en sentido antihorario
Casos 1 y 2 - Ampliación del piñón en sentido positivo y negativo del eje Z
manteniendo ﬁja la anchura de la rueda
En las siguientes gráﬁcas de evolución de tensiones se representa el caso de referencia
mediante una línea negra, de grosor considerablemente mayor que los casos analizados. El
color rojo corresponde a la ampliación del piñón en sentido positivo del eje Z y el color azul
corresponde a la ampliación del piñón en sentido negativo del mismo eje.
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Figura 5.3.1: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes
del piñón para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del mismo.
La Figura 5.3.1 muestra la comparación de la variación de la evolución de los esfuerzos
de ﬂexión en la base de los dientes del piñón para aumentos del ancho de cara del piñón en
sentido positivo o negativo del eje Z. Se puede observar que los valores son muy distintos,
siendo muy signiﬁcativa la reducción de esfuerzos al incrementar el ancho de cara del piñón
en dirección positiva del eje Z. Al aumentarlo en dirección negativa varían a partir de la
posición 15 del ciclo del engrane, siendo más o menos uniforme en las posiciones anteriores.
La Figura 5.3.2 muestra la comparación de la evolución de las tensiones de contacto en
los dientes del piñón para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del piñón. Se
observa una gran diferencia entre las tensiones de contacto al inicio y al ﬁnal del ciclo de
engrane de una pareja de dientes.
La Figura 5.3.3) muestra la comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en
la base de los dientes de la rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del
piñón. Se observa que al aumentar el piñón en el sentido positivo del eje Z, aumentan las
tensiones al comienzo del engrane y disminuyen a partir de las primeras cuatro posiciones
del ciclo en función de ancho de cara ampliado. Cuando el aumento del piñón se realiza en
dirección opuesta, al principio del ciclo se mantienen los valores cercanos al caso de referencia
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Figura 5.3.2: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes del
piñón para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del mismo.
Figura 5.3.3: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes
de la rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del piñón.
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Figura 5.3.4: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes de la
rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del piñón.
hasta la posición 15, donde comienzan a aumentar hasta el ﬁnal del engrane.
De la misma forma, la Figura 5.3.4 muestra la comparación de la evolución de las ten-
siones de contacto en los dientes de la rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los
dientes del piñón. Se observa que el pico de máxima tensión varía levemente, aumentando o
disminuyendo en función de la dirección en la que se amplía el piñón. Del mismo modo, se
producen unas tensiones de contacto muy diferentes al inicio y ﬁnal del ciclo de engrane.
Casos 3 y 4 - Ampliación de la rueda en sentido positivo y negativo del eje Z
manteniendo ﬁja la anchura del piñón
En la Figura 5.3.5 se compara la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes del piñón del caso de referencia con los mismos esfuerzos obtenidos en los casos
donde se amplía la rueda tanto en la dirección positiva como negativa del eje Z manteniendo
invariable la anchura del piñón. Se observa que los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes del piñón se elevan al inicio del ciclo de engrane al aumentar el ancho de la rueda
en sentido positivo del eje Z reduciéndose esta diferencia paulatinamente hasta la posición
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Figura 5.3.5: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes
del piñón para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes de la rueda.
10 donde se mantienen relativamente iguales hasta ﬁnal del ciclo. Sin embargo, cuando el
aumento del ancho de la rueda se realiza en dirección negativa del eje Z los esfuerzos en la
raíz del diente del piñón disminuyen de manera uniforme desde el inicio del ciclo hasta la
posición 15, a partir de la cual, van aumentando hasta su punto máximo al ﬁnal del mismo.
En la Figura 5.3.6 se compara la evolución de las tensiones de contacto en los dientes
del piñón cuando se amplía la rueda en dirección positiva y negativa del eje Z manteniendo
invariable la anchura del piñón. Se observa una evolución de las tensiones de contacto muy
semejantes al caso de referencia a lo largo de todo el ciclo, con excepción del punto de
inicio (posición 1) y de la posición 15 donde el pico de máxima tensión varía de magnitud
considerablemente. En esta ocasión, este pico, sólo cambia de posición levemente en uno de
los casos. Se observa que el incremento del ancho de cara es más ventajoso cuando se realiza
en dirección positiva del eje Z.
En la Figura 5.3.7 se muestra la comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en
la base de los dientes de la rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes de la
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Figura 5.3.6: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes del
piñón para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes de la rueda.
Figura 5.3.7: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes
de la rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes de la misma.
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misma. En este caso, se observa una reducción de los esfuerzos a lo largo de las 21 posiciones
del ciclo de engrane. La evolución de los esfuerzos de ﬂexión presenta una diferencia sustancial
en función de la dirección de ampliación del ancho de cara de la rueda, presentando un
descenso más importante cuando se incrementa en dirección negativa del eje Z. Cuando se
aumenta el ancho en dirección positiva del eje Z, se observa una disminución progresiva de
la reducción de esfuerzos hasta la posición 15 donde se minimizan las diferencias con el caso
de referencia hasta el ﬁnal del ciclo.
Figura 5.3.8: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes de la
rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes de la misma.
En la Figura 5.3.8 se muestra la comparación de la evolución de las tensiones de contacto
en los dientes de la rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes de la misma.
Al observar la evolución de las tensiones de contacto se comprueba que el pico de máxima
tensión de la posición 7 coincide en todos los casos en los que se aumenta la rueda en dirección
negativa con el caso de referencia. Sin embargo, cuando se amplía en dirección positiva varía
de magnitud. Este fenómeno ocurre porque el aumento de la rueda en dirección positiva
traslada el punto donde coinciden las tres aristas que forman la geometría del diente (círculo
pequeño en la Figura 5.3.9), de modo que el contacto se realiza con la arista formada por
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la cara y el borde superior del diente de la rueda con el ﬂanco del diente del piñón (círculo
mayor en la misma ﬁgura).
Figura 5.3.9: Punto donde coinciden tres aristas en la geometría del diente.
Casos 5 y 6 - Ampliación simultánea del piñón y de la rueda en direcciones
contrarias del eje Z
En la Figura 5.3.10 se muestra la comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión
en la base de los dientes del piñón para aumentos simultáneos del ancho de cara de los dientes
de piñón y rueda, siempre manteniéndose constante el ancho de cara de contacto efectivo
en 30 mm. Se observa que la combinación más ventajosa a la hora de reducir los esfuerzos
en la raíz del diente del piñón se produce cuando se amplía la rueda en sentido negativo
y al mismo tiempo el piñón en sentido positivo del eje Z. Al realizar esta combinación, al
comienzo del ciclo del engrane, se reducen notablemente los esfuerzos en la raíz del diente.
Conforme evoluciona el ciclo a lo largo de las 21 posiciones de contacto, los esfuerzos se van
aproximando al caso de referencia reduciendo paulatinamente la diferencia hasta la última
posición donde son prácticamente iguales.
En la Figura 5.3.11 se representan las tensiones de contacto en los dientes del piñón.
Se observa que el pico de máxima tensión se desplaza de posición con respecto al caso
de referencia alcanzando un máximo 4581,7 MPa. Cuando se amplía la rueda en dirección
positiva y el piñón en dirección negativa, el pico de tensión más elevado no llega a los 3100
MPa que aun siendo excesivamente elevado está muy por debajo.
La Figura 5.3.12 se muestra la comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión
en la base de los dientes de la rueda. En este caso, se observa que al aumentar el piñón en
dirección positiva y la rueda en dirección negativa simultáneamente se produce una evolución
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Figura 5.3.10: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes del piñón para aumentos simultáneos del ancho de cara de los dientes de piñón y
rueda.
Figura 5.3.11: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes del
piñón para aumentos simultáneos del ancho de cara de los dientes de piñón y rueda.
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en la que al inicio las tensiones son aproximadamente iguales reduciéndose lentamente hasta
el ﬁnal del ciclo donde se producen los mínimos esfuerzos.
Figura 5.3.12: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes de la rueda para aumentos simultáneos del ancho de cara de los dientes de piñón y
rueda.
En la Figura 5.3.13 se representan las tensiones de contacto en los dientes de la rueda
cuando se amplía de manera simultánea el ancho de cara de piñón y rueda en direcciones
contrarias del eje Z, siempre manteniendo el mismo ancho de cara efectivo de contacto. Se
observan elevados picos de tensión en las posiciones 6, 7 y 8 en función del ancho aplicado y
de la dirección elegida, llegando a alcanzar los 3663,9 MPa. Existen altas diferencias entre las
tensiones al inicio y al ﬁnal del ciclo de engrane. En este caso la combinación más ventajosa
es aquella en la que se aumenta la rueda en dirección positiva y el piñón en dirección negativa
del eje Z.
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Figura 5.3.13: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes de la
rueda para aumentos simultáneos del ancho de cara de los dientes de piñón y rueda.
3.2. Rotación del piñón en sentido horario
En esta sección se analizan los mismos casos del apartado anterior pero considerando
ahora una rotación del piñón en sentido horario.
Casos 1 y 2 - Ampliación del piñón en sentido positivo y negativo del eje Z
manteniendo ﬁja la anchura de la rueda
En la Figura 5.3.14 se muestra la comparación de la variación de la evolución de los
esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes del piñón para aumentos del ancho de cara del
piñón en sentido positivo o negativo del eje Z. Se puede observar que los esfuerzos en la raíz
del diente del piñón siguen una evolución casi simétrica al caso de rotación del piñón en
sentido antihorario, con la diferencia, de que en este caso la reducción más signiﬁcativa se
obtiene al ampliar el piñón en dirección negativa del eje Z.
Al analizar las tensiones de contacto en los dientes del piñón cuando éste se amplía tanto
en la dirección positiva como negativa del eje Z (Figura 5.3.15) se observa que éstas siguen
una evolución semejante al caso de rotación del piñón en sentido antihorario. Al inicio del
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Figura 5.3.14: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes del piñón para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del mismo.
ciclo de engrane las tensiones son relativamente pequeñas, aumentando rápidamente. A partir
de la cuarta posición se mantienen aproximadamente constantes hasta el ﬁnal de ciclo, salvo
en las posiciones 14, 15 y 16 donde ocurren los picos de máxima tensión.
La Figura 5.3.16 muestra la comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en
la base de los dientes de la rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del
piñón. Se observa el mismo fenómeno que para los casos anteriores, es decir, que los esfuerzos
analizados en la raíz del diente de la rueda son muy semejantes al caso de rotación del piñón
en sentido antihorario. En este caso la mayor reducción de tensiones se produce cuando se
amplía el piñón en dirección negativa del eje Z.
En la Figura 5.3.17 se representan las tensiones de contacto en los dientes de la rueda.
Este caso es aproximadamente igual que el mismo caso con rotación del piñón en sentido an-
tihorario, observándose mayores tensiones de contacto cuando se amplía el piñón en dirección
contraria del eje Z.
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Figura 5.3.15: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes del
piñón para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del mismo.
Figura 5.3.16: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes de la rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del piñón.
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Figura 5.3.17: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes de la
rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes del piñón.
Casos 3 y 4 - Ampliación de la rueda en sentido positivo y negativo del eje Z
manteniendo ﬁja la anchura del piñón
En la Figura 5.3.18 se muestra la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de
los dientes del piñón en los casos donde se amplía la rueda tanto en la dirección positiva
como negativa del eje Z manteniendo invariable la anchura del piñón. Se puede observar que
los esfuerzos en la raíz del diente del piñón son parecidos al caso de rotación del piñón en
sentido antihorario, aunque se obtiene en este caso una reducción mayor al ampliar la rueda
en sentido positivo del eje Z.
En el análisis de las tensiones de contacto en los dientes del piñón (Figura 5.3.19) se
observa un aumento considerable de las mismas cuando se amplía la rueda en sentido positivo
del eje Z. Al comparar con el caso de rotación del piñón en sentido antihorario, se observa
que las tensiones son muy similares.
En la Figura 5.3.20 se muestra la comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión
en la base de los dientes de la rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes
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Figura 5.3.18: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes del piñón para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes de la rueda.
Figura 5.3.19: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes del
piñón para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes de la rueda.
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de la misma. En este caso se observa que los esfuerzos en la raíz de los dientes de la rueda
son simétricos respecto del caso de rotación del piñón en sentido antihorario. La diferencia,
una vez más, es que los esfuerzos se reducen considerablemente cuando se amplía la rueda
en sentido contrario, es decir, en dirección positiva del eje Z.
Figura 5.3.20: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes de la rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes de la misma.
En la Figura 5.3.21 se muestran las tensiones de contacto analizadas en los dientes de
la rueda. Se observa que el aumento en dirección positiva del eje Z no inﬂuye en el pico
de máxima tensión. Sin embargo, el aumento en dirección negativa modiﬁca la magnitud
de dicho pico, presentando en el resto del ciclo de engrane unos valores cercanos al caso de
referencia.
Casos 5 y 6 - Ampliación simultánea del piñón y de la rueda en direcciones
contrarias del eje Z
En la Figura 5.3.22 se muestra la comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión
en la base de los dientes del piñón para aumentos simultáneos del ancho de cara de los dientes
de piñón y rueda, siempre manteniéndose constante el ancho de cara efectivo de contacto
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Figura 5.3.21: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes de la
rueda para distintas modiﬁcaciones del ancho de los dientes de la misma.
en 30 mm. Se observa que la combinación más ventajosa a la hora de reducir los esfuerzos
en la raíz del diente del piñón se produce cuando se amplía la rueda en sentido positivo
y al mismo tiempo el piñón en sentido negativo del eje Z. Al realizar esta combinación, al
comienzo del ciclo del engrane, se reducen notablemente los esfuerzos en la raíz del diente.
Conforme evoluciona el ciclo a lo largo de las 21 posiciones de contacto, los esfuerzos se van
aproximando al caso de referencia reduciéndose paulatinamente la diferencia hasta la última
posición donde son prácticamente iguales.
En la Figura 5.3.23 se representan las tensiones de contacto en los dientes del piñón.
Se observa una diferencia sustancial en función de la dirección de ampliación llegando a
producirse un pico de máxima tensión de 4581.7 MPa cuando se aumenta el ancho del piñón
en dirección negativa y el ancho de la rueda en dirección positiva del eje Z al mismo tiempo,
siendo ésta la combinación más desfavorable.
En la Figura 5.3.24 se muestra la comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión
en la base de los dientes de la rueda. En este caso, se observa una evolución en la que resulta
más ventajoso el aumento del ancho de cara del piñón en dirección negativa y la rueda en
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Figura 5.3.22: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes del piñón para aumentos simultáneos del ancho de cara de los dientes de piñón y
rueda.
Figura 5.3.23: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes del
piñón para aumentos simultáneos del ancho de cara de los dientes de piñón y rueda.
3 Análisis y comparación de los casos de estudio 96
dirección positiva del eje Z. Al inicio los esfuerzos de ﬂexión son aproximadamente iguales
al caso de referencia reduciéndose lentamente hasta el ﬁnal del ciclo donde se producen los
mínimos esfuerzos. Cuando se realiza la combinación contraria, la evolución a lo largo del
ciclo del engrane es bien distinta. Al inicio se reducen levemente los esfuerzos, aumentando
paulatinamente hasta la posición 13 donde esta progresión supera los esfuerzos del caso de
referencia llegando a su valor máximo al ﬁnal del ciclo.
Figura 5.3.24: Comparación de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes de la rueda para aumentos simultáneos del ancho de cara de los dientes de piñón y
rueda.
En la Figura 5.3.25 se representan las tensiones de contacto en los dientes de la rueda.
Al observar cómo varían en función de la combinación elegida, se aprecia que el pico de
máxima tensión aumenta respecto del caso de referencia al incrementar el piñón en dirección
negativa y al mismo tiempo la rueda en dirección positiva del eje Z en función de la magnitud
ampliada. Sin embargo, al analizar la combinación contraria se observa una reducción del
mismo.
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Figura 5.3.25: Comparación de la evolución de las tensiones de contacto en los dientes de la
rueda para aumentos simultáneos del ancho de cara de los dientes de piñón y rueda.
3.3. Utilización de un piñón con hélice a izquierdas como miembro
conductor
En esta sección se hace un estudio de todos los casos analizados hasta el momento (en los
que se había utilizado el piñón como elemento conductor con hélice a derechas) empleando
un piñón con hélice a izquierdas.
Se ha observado que en todos los casos existe una pareja de engranajes equivalente con
piñón con hélice a derechas en la que se producen los mismos esfuerzos de ﬂexión en la base
del diente y las mismas tensiones de contacto en los dientes. Debido a esto no se mostrarán
las gráﬁcas de los esfuerzos de ﬂexión en la base del diente ni las gráﬁcas de las tensiones de
contacto en los dientes cuando se emplea un piñón con hélice a izquierdas. Por el contrario,
en la Figura 5.3.26 se presenta un cuadro de equivalencia de transmisiones en las que se
emplea un piñón con hélice a izquierdas y a derechas en función de la dirección de rotación
del elemento conductor.
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Figura 5.3.26: Visualización de las parejas de engranajes equivalentes con distinta dirección
de hélice.
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4. Análisis del rebaje de cabeza óptimo
La existencia de un grado óptimo de rebaje de cabeza de los dientes de los elementos de
una transmisión de engranajes especíﬁca para unas determinadas solicitaciones mecánicas
de operación se justiﬁca en base a las siguientes consideraciones:
Un grado de rebaje de cabeza inferior al óptimo o inexistente dará lugar a unos excesivos
incrementos de las tensiones y de las presiones de contacto en las posiciones angulares
en las cuales se establece contacto entre el borde de cabeza de las superﬁcies de los
dientes del piñón y la superﬁcie activa de los dientes de la rueda o viceversa.
Sin embargo, un grado de rebaje de cabeza superior al óptimo también dará lugar a
unos excesivos incrementos de las tensiones y de las presiones de contacto, debido a
que el contacto al ﬁnal del ciclo de engrane entre una pareja de dientes, aún no siendo
en borde, tendrá lugar en la región rebajada de la superﬁcie del ﬂanco del diente del
piñón, zona en la cual el radio de curvatura de la superﬁcie como consecuencia del
rebaje es reducido y, en consecuencia, el valor de la presión de contacto será elevado.
Además de la incidencia sobre la tensión y presión de contacto descrita en el párrafo
anterior, un incremento del grado de rebaje de cabeza de los dientes de los elementos de
una transmisión de engranajes da lugar a un incremento del valor promedio de la tensión de
ﬂexión en la base de los dientes de los engranajes a lo largo del ciclo completo de engrane.
Dicho incremento se justiﬁca en base a la reducción del arco de conducción que ocasiona el
rebaje de la punta de cabeza de los dientes, lo que a su vez conlleva la reducción del grado de
recubrimiento de la transmisión de engranajes. A raíz de lo expuesto, queda justiﬁcado que
la aplicación de un rebaje de cabeza de los dientes de una transmisión de engranajes debe
ser controlada mediante técnicas de simulación avanzadas que incluyan la generación virtual
de las geometrías modiﬁcadas de las superﬁcies así como el análisis tensional por elementos
ﬁnitos con objeto de evitar un excesivo incremento de las tensiones de contacto. Para ello
resulta fundamental la aplicación del programa IGD (Integrated Gear Design) desarrollado
en el seno del grupo de investigación Transmisiones Avanzadas de Engranajes.
Entre los distintos tipos de rebaje de cabeza, en el presente proyecto se va a aplicar un
rebaje de cabeza de tipo parabólico tangente al perﬁl de envolvente, con objeto de evitar la
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aparición de aristas o discontinuidades sobre las superﬁcies de los dientes. Para alcanzar la
optimización del rebaje de cabeza que permita lograr una evolución lo más uniforme posible
de las tensiones y presiones de contacto sobre el ciclo de engrane completo, se han lleva-
do a cabo simulaciones numéricas del análisis tensional para la transmisión de engranajes
cilíndrico-helicoidales de referencia, en la que se ha ido incrementando gradualmente el coe-
ﬁciente de parábola apf característico del rebaje de cabeza en la herramienta de generación
de piñón y rueda.
4.1. Determinación del coeﬁciente de parábola óptimo en el caso
de referencia
A la vista de las ﬁguras en las que se han representado las tensiones de contacto en los
dientes de piñón y rueda, se pone de maniﬁesto la necesidad de aplicar un rebaje de cabeza
con el objetivo de eliminar esas zonas de altas presiones y tensiones de contacto que se
han detectado en los análisis descritos en el apartado anterior. Para ello se utilizará el perﬁl
mostrado en la Figura 5.4.1 en el que el perﬁl recto generador del perﬁl de evolvente principal
de la superﬁcie del diente se desvía en un cierto punto, situado a una distancia htr de la altura
de adendo del perﬁl. Por otro lado, el perﬁl considerado es parabólico estando caracterizado
por un coeﬁciente de parábola apf . Los parámetros geométricos característicos del proceso de
rebaje de cabeza aplicado a la transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales de referencia
son los que aparecen en la Figura 5.4.1 modiﬁcando únicamente el coeﬁciente de parábola
desde 0.01 hasta 0.1 en incrementos de 0.01 [1/mm]. En la Figura 5.4.2 se observa el rebaje
de cabeza con mayor coeﬁciente de parábola (apf = 0;1).
La Figura 5.4.3 muestra la evolución de la tensión de contacto sobre los dientes del piñón
de la transmisión de referencia para 21 posiciones de contacto a lo largo de un ciclo de
engrane en función de los 10 grados de rebaje distintos. Se ha representado mediante una
línea gruesa de color negro y puntos azules al caso en el que no se ha aplicado ningún rebaje de
cabeza y mediante otra línea negra de grosor considerablemente mayor y triángulos negros
al óptimo coeﬁciente de parábola que minimiza las tensiones en todo el ciclo. Se observa
como se consigue una evolución suave en las tensiones de contacto a lo largo de todo el
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Figura 5.4.1: Perﬁl modiﬁcado de la cremallera de generación para la aplicación del rebaje
de cabeza.
Figura 5.4.2: Visualización del perﬁl modiﬁcado de los dientes.
ciclo de engrane con la aplicación de un rebaje de cabeza caracterizado por un coeﬁciente
de parábola para el perﬁl generador en la zona de cabeza de 0.03 [1/mm]. Las tensiones de
contacto se han reducido en más del 67% mediante la aplicación del rebaje de cabeza. Se
pone de maniﬁesto la gran inﬂuencia del rebaje de cabeza sobre las tensiones de contacto en
los dientes de los engranajes proporcionando un aumento considerable de la vida y resistencia
de la transmisión.
Al aplicar un rebaje de cabeza en uno de los elementos de la transmisión con objeto de
reducir las máximas tensiones de contacto se produce como efecto colateral un aumento de
los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes del mismo en torno al 7%. En la Figura
4 Análisis del rebaje de cabeza óptimo 102
Figura 5.4.3: Evolución de las tensiones de contacto en los dientes del piñón de la transmisión
de referencia en función de distintos grados de rebaje de cabeza.
Figura 5.4.4: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes del piñón de la
transmisión de referencia en función de distintos grados de rebaje de cabeza.
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5.4.4 se representa la evolución de los esfuerzos de ﬂexión en la base de los dientes del piñón
de la transmisión de referencia en función de distintos grados de rebaje de cabeza.
5. Comparación del comportamiento mecánico de todos
los casos sin optimizar y optimizados
Al realizar el análisis de todos los casos sin optimizar con rotación del elemento conductor
tanto en sentido antihorario como horario y compararlos con los mismos casos optimizados,
se comprueba que coinciden con los resultados del apartado anterior. Se observa en todos
los casos un aumento aproximadamente del 7% en los esfuerzos de ﬂexión en la base de los
dientes de ambos miembros (conductor y conducido) a lo largo del ciclo de engrane, en casi
todas las posiciones de contacto, con excepción de los puntos del ciclo donde las variaciones
de los esfuerzos son mayores respecto al caso de referencia (Figura 5.5.1). En estos puntos
la evolución de los esfuerzos converge llegando a invertirse, de forma que el aumento del 7%
predominante en casi todo el ciclo se convierte en un descenso aproximado del 13%. Del
mismo modo, al observar la evolución de las tensiones de contacto de los dientes, se obtienen
unas reducciones de aproximadamente el 67% predominando en la mayor parte del ciclo,
tanto en el conductor (piñón) como en el conducido (rueda), con excepción de los puntos del
ciclo donde las variaciones de las tensiones son considerablemente mayores respecto del caso
de referencia (Figura 5.5.2). En estos puntos se consigue reducir las tensiones de contacto en
más del 76%.
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Figura 5.5.1: Comparación de la evolución de los esfuerzos en la base de los dientes del piñón
antes y después de la aplicación del rebaje óptimo de cabeza.
Figura 5.5.2: Comparación de las tensiones de contacto en los dientes del piñón antes y
después de la aplicación del rebaje óptimo de cabeza.
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6. Análisis global del comportamiento mecánico de trans-
misiones de engranajes helicoidales con anchos de cara
desiguales y sin aplicación de rebaje de cabeza
Los resultados presentados en esta sección corresponden al análisis de los esfuerzos de
ﬂexión normalizados o relativos a la transmisión de referencia en los casos en los que no se
ha aplicado el rebaje óptimo de cabeza, y en función del aumento individual del ancho de
cara de cada elemento de la transmisión, manteniendo ﬁja la anchura del otro elemento al
mismo tiempo.
Para el cálculo de los esfuerzos de ﬂexión normalizados o relativos se ha aplicado la
siguiente ecuación:
bi =
bi;max
(bi;max)referencia
(5.6.1)
en la que i = 1 para el piñón e i = 2 para la rueda. Si la máxima tensión de ﬂexión
normalizada es mayor que 1 (bi > 1), las tensiones de ﬂexión han sufrido un aumento
mediante la aplicación de un aumento del ancho de cara a algún elemento de la transmisión.
Al ampliar el ancho de cara del piñón en dirección negativa del eje Z manteniendo cons-
tante el ancho de cara de la rueda (ver Figura 5.6.1) se obtienen los resultados presentados
en la Figura 5.6.2.
Según el estudio realizado sobre la evolución de la tensión de ﬂexión normalizada cuando
el elemento conductor (piñón) gira en sentido horario, representado por las curvas con puntos
circulares, los resultados obtenidos muestran una reducción progresiva de tensiones en el
piñón de hasta un 5,7%, para el caso de estudio más extremo (ampliación de 5 m en el
ancho de cara), y un incremento de tensiones en la rueda de un 6,8% en el mismo caso.
Sin embargo, si se considera una rotación del elemento conductor en sentido antihorario, la
evolución de las tensiones de ﬂexión normalizadas en el piñón, representadas por las curvas
con puntos cuadrados, se ven reducidas un máximo de un 3,4% frente al incremento de las
mismas en la rueda del 16,3%.
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Figura 5.6.1: Aumento del ancho de cara del piñón en dirección negativa del eje Z.
Figura 5.6.2: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión normalizados frente a aumento del ancho
de cara del piñón en dirección negativa del eje Z.
Cuando se aumenta el ancho de cara del piñón en dirección positiva del eje Z manteniendo
constante el ancho de cara de la rueda (Figura 5.6.3) se obtienen los resultados presentados
en la Figura 5.6.4.
Siguiendo la misma nomenclatura, para rotación del piñón en sentido horario, los resul-
tados obtenidos muestran una reducción progresiva de las tensiones de ﬂexión en el piñón
hasta el 3,4%, en el caso de estudio más extremo, y un crecimiento del 16,3% en las ten-
siones absorbidas por la rueda. Para rotación del piñón en sentido antihorario, las tensiones
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Figura 5.6.3: Aumento del ancho de cara del piñón en dirección positiva del eje Z.
Figura 5.6.4: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión normalizados frente a aumentos del ancho
de cara del piñón en dirección positiva del eje Z.
de ﬂexión en el piñón se reducen hasta el 5,7% mientras que el aumento de las mismas
en la rueda llega al 6,8%. Como se observa, los resultados son aproximadamente iguales y
contrarios a los obtenidos en el caso anterior.
Al ampliar el ancho de cara de la rueda en sentido negativo del eje Z manteniendo
constante el ancho de cara del piñón (Figura 5.6.5) se obtienen los resultados presentados
en la Figura 5.6.6.
Considerando una rotación del piñón en sentido horario, las máximas tensiones de ﬂexión
se ven reducidas hasta el 3,8% en la rueda, mientras que el aumento de éstas en el piñón
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Figura 5.6.5: Aumento del ancho de cara de la rueda en dirección negativa del eje Z.
Figura 5.6.6: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión normalizados frente a aumentos del ancho
de cara de la rueda en dirección negativa del eje Z.
llega al 8%. Cuando se considera una rotación del piñón en sentido antihorario, la evolución
de las tensiones en la rueda se reducen hasta el 4,9% aumentando en el piñón hasta el 6,1%.
Cuando se amplía el ancho de cara de la rueda en sentido positivo del eje Z manteniendo
constante el ancho de cara del piñón (Figura 5.6.7) se obtienen los resultados presentados
en la Figura 5.6.8.
Considerando una rotación del piñón en sentido horario, los resultados obtenidos mues-
tran una reducción progresiva de tensiones de ﬂexión en la base de los dientes de la rueda del
4,9%, mientras que en el piñón el aumento de las mismas llega al 6,1%. Cuando la rotación
del piñón es en sentido antihorario, la disminución de las tensiones de ﬂexión alcanza el 3,8%
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Figura 5.6.7: Aumento del ancho de cara de la rueda en dirección positiva eje Z.
Figura 5.6.8: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión normalizados frente a aumento del ancho
de cara de la rueda en dirección positiva del eje Z.
en la rueda, mientras que en el piñón aumentan hasta el 8%.
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misiones de engranajes helicoidales con anchos de cara
desiguales y con aplicación de rebaje de cabeza
Los resultados presentados en esta sección corresponden al análisis de los esfuerzos de
ﬂexión normalizados o relativos a la transmisión de referencia en los casos en los que se aplica
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el rebaje óptimo de cabeza, y en función del aumento individual del ancho de cara de cada
elemento de la transmisión, manteniendo ﬁja la anchura del otro elemento al mismo tiempo.
Figura 5.7.1: Aumento del ancho de cara del piñón en dirección negativa del eje Z.
Figura 5.7.2: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión normalizados frente a .
Al ampliar el ancho de cara del piñón en dirección negativa del eje Z manteniendo cons-
tante el ancho de cara de la rueda (Figura 5.7.1) se obtienen los resultados presentados en
la Figura 5.7.2.
Según el estudio realizado sobre la evolución de la tensión de ﬂexión normalizada cuando
el elemento conductor (piñón) gira en sentido horario, representado por las curvas con puntos
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circulares, los resultados muestran una reducción progresiva de tensiones de ﬂexión en los
dientes del piñón de hasta un 3,8% aproximadamente, para el caso de estudio más extremo
(ampliación de 5 mm en el ancho de cara), y un incremento de tensiones en la rueda de un
2,6% en el mismo caso. Cuando se considera una rotación del elemento conductor en sentido
antihorario, la evolución de las tensiones de ﬂexión en el piñón, representadas por las curvas
con puntos cuadrados, se ven reducidas un máximo de un 1,3% frente al incremento de las
mismas en la rueda del 19,5%.
Figura 5.7.3: Aumento del ancho de cara del piñón en dirección positiva del eje Z.
Figura 5.7.4: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión normalizados frente a aumentos del ancho
de cara del piñón en dirección positiva del eje Z.
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Cuando se aumenta el ancho de cara del piñón en dirección positiva del eje Z manteniendo
constante el ancho de cara de la rueda (Figura 5.7.3) se obtienen los resultados presentados
en la Figura 5.7.4.
Figura 5.7.5: Aumento del ancho de cara de la rueda en dirección negativa del eje Z.
Figura 5.7.6: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión normalizados frente a aumentos del ancho
de cara de la rueda en dirección negativa del eje Z.
Siguiendo la misma nomenclatura, para rotación del piñón en sentido horario, los resulta-
dos obtenidos muestran una reducción progresiva de las tensiones en el piñón hasta el 1,3%,
en el caso de estudio más extremo, y un crecimiento del 19,5% en las tensiones de ﬂexión
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soportadas por los dientes de la rueda. Para rotación del piñón en sentido antihorario, las
tensiones de ﬂexión en el piñón se reducen hasta el 3,8% mientras que el aumento de las
mismas en la rueda llega al 2,6%. Como se observa, los resultados son aproximadamente
iguales y contrarios a los obtenidos en el caso anterior.
Figura 5.7.7: Aumento del ancho de cara de la rueda en dirección positiva del eje Z.
Figura 5.7.8: Evolución de los esfuerzos de ﬂexión normalizados frente a aumentos del ancho
de cara de la rueda en dirección positiva del eje Z.
Al ampliar el ancho de cara de la rueda en sentido negativo del eje Z manteniendo
constante el ancho de cara del piñón (Figura 5.7.5) se obtienen los resultados presentados
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en la Figura 5.7.6.
Considerando una rotación del piñón en sentido horario, las máximas tensiones de ﬂexión
se ven reducidas hasta el 1,5% en la rueda, mientras que el aumento de éstas en el piñón llega
al 9,1%. Cuando se considera una rotación del piñón en sentido antihorario, la evolución de
las tensiones en la rueda se reducen hasta el 4,1% aumentando en el piñón hasta el 3,1%.
Cuando se amplía el ancho de cara de la rueda en sentido positivo del eje Z manteniendo
constante el ancho de cara del piñón (Figura 5.7.7) se obtienen los resultados presentados
en la Figura 5.7.8.
Considerando una rotación del piñón en sentido horario, los resultados obtenidos mues-
tran una reducción progresiva de tensiones en la rueda del 4,1%, mientras que en el piñón el
aumento de las mismas llega al 3,1%. Cuando la rotación del piñón es en sentido antihorario,
la disminución de las tensiones de ﬂexión alcanza el 1,5% en la rueda, mientras que en el
piñón aumentan hasta el 9,1%.
8. Discusión ﬁnal de resultados
Los efectos del aumento del ancho de cara en alguno de los elementos de la transmisión
son muy variados y la decisión que se debe de tomar, a la hora de elegir cuál es la combinación
más adecuada, va en función de los límites de máxima tensión asignados para una transmisión
concreta. En las siguientes tablas se presentan las variaciones de los esfuerzos normalizados en
la base de los dientes de los elementos de la transmisión con aplicación de rebaje de cabeza.
Cuando no se aplican rebaje de cabeza, los resultados son muy parecidos aunque puede
haber diferencias puntuales debido al efecto del contacto en los bordes de las superﬁcies de
los dientes. El valor de los esfuerzos normalizados se presentan en tanto por ciento, en función
del sentido de giro del piñón (miembro conductor) y de la dirección en la que se amplía el
ancho de cara de cualquiera de los engranajes de la transmisión. En las mencionadas tablas
siempre se ha considerado una dirección de hélice del piñón a derechas. No obstante, y tal
como se expone en las conclusiones de este Proyecto Fin de Carrera, existe una equivalencia
entre estos casos y aquellos en los que el piñón tiene una dirección de hélice a izquierdas.
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Si el PIÑÓN gira en sentido ANTIHORARIO:
Efectos de la ampliación del piñón en dirección positiva del eje Z
Ancho ampliado (mm) Tensiones en el piñón Tensiones en la rueda
1 -1,60% -1,20%
2 -2,80% +0,50%
3 -3,50% +1,90%
4 -3,60% +2,40%
5 -3,80% +2,60%
Efectos de la ampliación del piñón en dirección negativa del eje Z
Ancho ampliado (mm) Tensiones en el piñón Tensiones en la rueda
1 -0,40% +2,50%
2 -0,60% +7,00%
3 -0,90% +10,90%
4 -1,00% +15,60%
5 -1,30% +19,50%
Efectos de la ampliación de la rueda en dirección positiva del eje Z
Ancho ampliado (mm) Tensiones en el piñón Tensiones en la rueda
1 +1,80% -0,50%
2 +4,70% -0,90%
3 +6,80% -1,10%
4 +8,00% -1,30%
5 +9,10% -1,50%
Efectos de la ampliación de la rueda en dirección negativa del eje Z
Ancho ampliado (mm) Tensiones en el piñón Tensiones en la rueda
1 -0,90% -1,90%
2 +1,30% -2,90%
3 +2,20% -3,50%
4 +2,80% -3,90%
5 +3,10% -4,10%
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Si el PIÑÓN gira en sentido HORARIO:
Efectos de la ampliación del piñón en dirección positiva del eje Z
Ancho ampliado (mm) Tensiones en el piñón Tensiones en la rueda
1 -0,40% +2,50%
2 -0,60% +7,00%
3 -0,90% +10,90%
4 -1,00% +15,60%
5 -1,30% +19,50%
Efectos de la ampliación del piñón en dirección negativa del eje Z
Ancho ampliado (mm) Tensiones en el piñón Tensiones en la rueda
1 -1,60% -1,20%
2 -2,80% +0,50%
3 -3,50% +1,90%
4 -3,60% +2,40%
5 -3,80% +2,60%
Efectos de la ampliación de la rueda en dirección positiva del eje Z
Ancho ampliado (mm) Tensiones en el piñón Tensiones en la rueda
1 -0,80% -1,90%
2 +1,30% -2,90%
3 +2,20% -3,50%
4 +2,80% -3,90%
5 +3,10% -4,10%
Efectos de la ampliación de la rueda en dirección negativa del eje Z
Ancho ampliado (mm) Tensiones en el piñón Tensiones en la rueda
1 +1,80% -0,50%
2 +4,70% -0,90%
3 +6,80% -1,10%
4 +8,00% -1,30%
5 +9,10% -1,50%
Cuando se aumentan los anchos de cara de los dos engranajes de la transmisión simultá-
neamente, en direcciones opuestas una a otra, manteniendo invariable el ancho útil o efectivo
de contacto, los resultados obtenidos muestran que la tensión de ﬂexión en la base de los
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dientes sigue el comportamiento de las ampliaciones del ancho de cara tanto de piñón y
rueda por separado (ver Figura 5.8.1), por lo que los incrementos o reducciones del esfuer-
zo de ﬂexión normalizado en estos casos se podrían incluso determinar mediante la suma
de la evolución de los esfuerzos de ﬂexión normalizados correspondientes a cada una de las
ampliaciones del ancho de cara por separado.
Figura 5.8.1: Zona más afectada por la variación del ancho de cara.
Capítulo 6
Conclusiones
Distintos trabajos de investigación relacionados con el diseño y análisis de transmisiones
de engranajes cilíndrico helicoidales han puesto de maniﬁesto que el incremento del ancho de
cara en una de las ruedas de una transmisión de engranajes cilíndrico-helicoidales puede re-
sultar en un aumento signiﬁcativo de las tensiones en la base del diente en la otra rueda, y por
tanto, lejos de lograr la ventaja de mejora del comportamiento mecánico de la transmisión,
puede conducir al fallo en la misma causado por ese aumento injustiﬁcado de las tensiones.
Por ello, en el presente Proyecto Fin de Carrera se ha estudiado el comportamiento mecánico
de transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales con anchos de cara desiguales con el
principal objetivo de diagnosticar el problema y establecer pautas para el diseño correcto de
transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales con anchos de cara desiguales.
En función de los análisis realizados y de los resultados obtenidos y presentados en el
Capítulo 5 del presente proyecto, se pueden extraer las siguientes pautas de diseño y conclu-
siones del proyecto:
1. Si el piñón gira en sentido antihorario y tiene hélice a derechas, el aumento del ancho
de cara en el piñón ha de realizarse en dirección positiva del eje Z para minimizar el
incremento de tensiones en la rueda de la transmisión. Por el contrario, si se aumenta
el ancho de cara de la rueda, se ha de hacer en la dirección negativa del eje Z para
minimizar el incremento de tensiones en el piñón de la transmisión.
2. Si el piñón gira en sentido horario y tiene hélice a derechas, el aumento del ancho de
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cara en el piñón ha de realizarse en dirección negativa del eje Z para minimizar el
incremento de tensiones en la rueda de la transmisión. Por el contrario, si se aumenta
el ancho de cara de la rueda, se ha de hacer en la dirección positiva del eje Z para
minimizar el incremento de tensiones en el piñón de la transmisión.
3. Si el piñón gira en sentido antihorario y tiene hélice a izquierdas, el aumento del ancho
de cara en el piñón ha de realizarse en dirección negativa del eje Z para minimizar el
incremento de tensiones en la rueda de la transmisión. Por el contrario, si se aumenta
el ancho de cara de la rueda, se ha de hacer en la dirección positiva del eje Z para
minimizar el incremento de tensiones en el piñón de la transmisión.
4. Si el piñón gira en sentido horario y tiene hélice a izquierdas, el aumento del ancho
de cara en el piñón ha de realizarse en dirección positiva del eje Z para minimizar el
incremento de tensiones en la rueda de la transmisión. Por el contrario, si se aumenta
el ancho de cara de la rueda, se ha de hacer en la dirección negativa del mismo eje Z
para minimizar el incremento de tensiones en el piñón de la transmisión.
5. El comportamiento mecánico de una transmisión de engranajes helicoidales en la que
el piñón gira en sentido antihorario y tiene hélice a izquierdas es equivalente al com-
portamiento mecánico de una transmisión de engranajes helicoidales en la que el piñón
gira en sentido horario y tiene hélice a derechas.
6. El comportamiento mecánico de una transmisión de engranajes helicoidales en la que
el piñón gira en sentido antihorario y tiene hélice a derechas es equivalente al compor-
tamiento mecánico de una transmisión de engranajes helicoidales en la que el piñón
gira en sentido horario y tiene hélice a izquierdas.
7. El diseño de transmisiones de engranajes cilíndrico-helicoidales se debe basar, siempre
que sea posible, en anchos de cara iguales. En caso de utilizar anchos de cara desiguales
para aumentar la resistencia de uno de los elementos de la transmisión, es aconsejable la
utilización de programas para la generación virtual de engranajes y su análisis mediante
técnicas de elementos ﬁnitos como IGD para evaluar el incremento en las tensiones en
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los elementos de la transmisión, o en su defecto, seguir las pautas de diseño propuestas
anteriormente.
8. La optimización del coeﬁciente de parábola apf característico del rebaje de cabeza
permite reducir notablemente el nivel de las tensiones máximas de contacto a lo largo
del ciclo completo de engrane, aunque supone un leve incremento del nivel máximo de
las tensiones de ﬂexión en la base del diente. Sin embargo, dado que en la mayoría de
transmisiones de engranajes la principal causa de fallo es la picadura o fatiga superﬁcial
producida por las elevadas tensiones de contacto, la optimización de la geometría de
los ﬂancos lograda por medio del rebaje de cabeza permite una aumento notable del
factor de seguridad frente a picadura lográndose de esta forma incrementar la duración
esperada de estas transmisiones, sin afectar de manera considerable el ligero descenso
del factor de seguridad a rotura en la base del diente como consecuencia del pequeño
aumento de las tensiones de ﬂexión.
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